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内 容 提要 


分 形 几 何 与 动力 系统 开创 了 二 十 世纪 数学 的 新 阶段 。 它 和 们 之 间 有 着 
密切 联系 :一 方面 ,很 多 分 形 集 都 来 自 混沌 动 力 系统 ; 另 一 方面 ,分 形 与 分 
维 又 为 动力 系统 提供 了 简洁 的 几何 语言 。 本 书 系统 好 介绍 了 分 形 几何 与 
混沌 动力 系统 理论 及 其 相互 联系 。 全 书 共 分 七 章 , 主 要 内 容 有 :分 形 几何 
产生 的 背景 及 其 思想 方法 :病态 结构 的 分 形 性 质 ; 维 数理 论 ; 分 形 集 的 分 
类 ;动力 系统 与 分 形 集 ;多 重 分 形 理论 ,分 形 方 法 论 及 对 分 形 发 展 的 展望 ， 
并 对 递归 集 、 辟 分 形 、 混 沌 与 分 形 吸引 于 的 几何 . 朱 力 亚 集 、 曼 德尔 布 罗 特 
集 .多重 分 形 的 热力 学 与 相 变 等 方面 的 最 新 理论 进行 了 较 详细 的 论述 。 

本 书 力求 做 到 反映 分 形 与 混沌 动力 系统 理论 的 概 魏 又 不 至 过 于 高 
党, 很 多 证 明 都 略 去 了 ,是 一 部 介 于 理论 与 应 用 之 闻 的 著作 ,可 供 数学 及 
其 应 用 的 学 者 .有 关 方 面 的 科学 工作 者 和 大 专 院 校 师 生 阅读 。 可 以 作为 研 
究 生 教材 。 
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当今 世界 正经 历 着 巨大 的 变 草 ,人 类 社会 正 准备 迎接 世纪 之 
交 , 这 是 一 个 极 富 挑战 又 充满 机 遇 的 特定 历史 时 期 。 

现代 青年 是 路 世纪 的 一 代 。 在 新 旧 世 纪 交 替 的 历史 时 期 ,我 国 
青年 科技 工作 者 肩负 着 光荣 而 又 艰巨 的 历史 使 命 。 党 中 央 把 培养 
造就 一 支 强大 的 高 水 平 的 青年 科技 中 坚 力量 提高 到 重要 的 战略 高 
度 。 邓 小 平 间 志 指出 ,经 济 改革 ,他 最 关心 的 是 人 才 问 题 ; 科 技 改 
革 , 他 最 关心 的 仍然 是 人 才 问 题 。 江 泽 民 同志 在 十 四 大 报告 中 指 
出 ,科学 技术 是 第 一 生产 力 。 撒 兴 经 济 首先 要 振兴 科技 。 嗓 有 坚 
定 地 推进 科技 进步 ,才能 在 激烈 的 党 争 中 取得 主动 。”“ 在 世界 高 科 
技 领域 中 ,中 华 民族 要 占有 应 有 的 位 置 .” 可 以 说 ,世界 各 国 的 况 
争 , 就 是 各 国 综合 实力 的 竞争 ;而 综合 实力 的 竞争 最 核心 的 是 经 济 
实力 的 竞争 ;经 济 实力 的 竞争 ,关键 又 是 科技 的 竞争 ,特别 是 商科 
技 的 竞争 ;而 高 科技 的 竞争 归根 到 底 , 就 是 高 层次 专门 人 才 的 况 
争 ,众所周知 ,青年 就 是 希望 ,青年 就 是 未 来 ,高 科技 的 发 展 需要 青 
年 。 

经 过 四 十 多 年 的 艰苦 奋斗 ,我 国 科技 事业 已 取得 了 较 好 的 发 
展 。 我 们 已 经 拥有 一 支 包 括 青年 在 内 的 一 千 多 万 人 的 科技 队伍 ,在 
许多 科技 领域 已 取得 了 重要 的 成 就 ,青年 为 这 些 成 就 作出 了 巨大 
的 贡献 青年 一 代 应 接 好 班 ,在 已 有 的 成 就 基础 上 ,奋力 扒 搏 ,创造 
出 无 愧 于 时 代 的 光辉 业绩 。 


时 代 呼 唤 科 学 ,科学 呼唤 青年 。 青 年 科技 人 才 的 培养 是 一 项 巨 
大 的 复杂 的 社会 发 展 工程 ,需要 全 社会 的 理解 和 支持 ,需要 创造 一 
个 青年 科学 人 才 成 长 的 良好 的 环境 和 风尚 。 黑 龙 江 教 育 出 版 社 计 
划 推 出 新 兴 边 缘 学 科 “ 青 年 科学 家 丛书 ”, 目 的 是 为 30 岁 左右 的 优 
秀 青年 科技 人 员 登 上 科学 典 堂 架 梯 搭 桥 ,提供 一 个 出 版 理论 学 术 
著作 的 基地 ,这 是 我 们 培养 跨 世 纪 科 技 人 才 的 一 个 举措 ,值得 鼓励 
和 赞赏 。“ 别 其 鸣 话 , 求 其 友 声 。” 希 望 这 套 从 书 能 引起 广大 读者 的 
兴趣 ,为 我 国 科技 事业 的 发 展 做 出 一 点 贡献 。 


mit. 
| HAF 
. 中 国 科学 院 学 部 委员 | 
华中 理工 大 学 校长 ,教授 ,博士 生 导 病 
1993 年 5 月 16 日 于 武汉 
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JL fap 26 X — "TG CA e S ERAI SERE. 在 人 类 理性 文明 
中 , 它 是 当之无愧 的 老大 琳 , 数 千年 来 ,无 论 是 在 思想 领域 的 突破 
上 ,还 是 在 科学 方法 论 的 创建 上 ,几何 学 总 是 扮演 着 开路 先锋 的 角 

色 . 从 古典 的 欧 氏 几何 ,解析 几何 .球面 几何 , 非 欧 几何 .射影 几何 、 

微分 几何 一 直到 近代 的 笋 曼 几 何 、 代 数 几 何 . 复 几 何 . 辛 几何 一 般 

拓扑 学 .代数 拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 等 等 无 一 不 是 这 样 . 直到 现在 , 它 

仍然 是 一 门 方兴未艾 ,蓬勃 发 展 的 学 科 , 依 然 保持 着 生机 与 活力 ， 

今天 ,被 誉 为 开创 了 二 十 世纪 数学 重要 阶段 的 分 形 几何 学 ,已 发 展 

成 为 科学 的 方法 论 一 一 分 形 论 ,并 被 应 用 到 各 色 俱 备 的 自 热 科学 

领域 及 一 些 工 程 技 术 和 社会 科学 领域 之 中 ,这 又 是 一 个 有 力 的 佐 
证 . 


dn 天 究 5 林学 的 发展 


分 形 集 由 三 个 要 素 确定 ,第 一 个 要 素 是 形状 . 物质 世界 的 形体 
千姿百态 . 几何 学 正 是 研究 这 些 形体 或 “空间 ”的 学 科 . 
几何 学 是 随 着 人 们 对 形体 认识 的 逐渐 深化 和 新 的 研究 方法 的 
21e 


提出 而 逐步 发 展 的 . 在 古代 ,人们 通过 对 简单 .基本 的 几何 形体 的 
观察 ,分 析 , 认 识 到 许多 几何 量 与 几何 性 质 . 世界 文明 古国 如 中 国 、 
埃及 . 巴 比 仑 .玛雅 等 ,经 过 实验 观察 与 分 析 综 合 ,掌握 了 一 套 可 观 
的 空间 知识 . 例如 我 国 古 代 , 很 早 就 发 现 了 重要 的 勾 股 定理 ,并 建 
立 了 一 套 简易 测量 的 方法 . 这 一 时 期 的 几何 学 可 称 之 为 实验 放 何 
学 . 十 希腊 文明 继承 了 古 埃 及 和 巴 比 仑 在 实验 几何 学 上 的 知识 , 进 
而 运用 逻辑 推理 的 办 法 ,把 几何 学 的 研究 推进 到 高 度 系统 化 、 理 论 
化 的 境界 , 使 得 人 类 对 于 形 的 认识 和 理解 在 深度 与 广度 上 都 获得 
蓬勃 发 展 . 这 一 时 期 的 几何 学 即 推理 几何 学 . 欧 几 里 德 所 著 的 ( 几 
何 原理 } 是 希腊 几何 学 一 部 集大成 的 代表 作 ,流传 至 今 . 

以 推理 几何 学 的 知识 为 基础 ,把 空间 的 几何 结构 代数 化 ( 亦 即 
Elio AENDE TEAREN GA 

卡尔 和 费 马 创立 的 解析 几何 学 的 重要 贡献 . 由 于 很 多 数学 的 应 
ER UA AHRBUSPNEDUERH ACRES RR RD 
析 几 何 学 拓 广 了 数学 的 应 用 范围 ,同时 它 也 促进 了 分 析 学 的 蓬勃 
发 展 . 

微 积分 为 空 = 间 形 体 的 研究 提供 了 有 力 的 工具 . OIN. 
斯 等 运用 分 析 学 研究 空间 中 曲线 和 曲面 的 局 部 性 质 ,创立 了 微分 
几何 党 .为 了 计算 曲线 和 曲面 上 的 几何 量 ,如 长 度 、 角 度 , 面 积 等 ， 
必须 在 曲面 上 引入 测度 . 因 有 可 计算 性 ,微分 几何 已 成 为 机 件 加 
工 . 飞 机 、 船 舶 外 形 设计 的 工具 . 

在 黎 曼 之 前 ,人 们 总 是 把 曲面 看 成 欧 氏 空间 中 的 形体 . 黎 曼 独 
RER ,将 曲面 看 成 独立 的 凡 何 实体 ,从 而 开创 了 黎 曼 几何 学 。 爱 
因 斯 坦 正 是 运用 黎 曼 几 何 建立 了 相对 论 . 60 年 代 以 来 , 随 着 大 范 
围 分 析 的 发 展 ,微分 算 子 理论 . 复 变 函数 理论 进入 黎 曼 几何 之 中 ， 
它 已 成 为 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 并 深刻 地 影响 着 理论 物理 ,如 


引力 理论 、 高 能 物理 和 规范 场 等 
。2。. 


为 了 研究 形体 的 空间 位 置 关 系 和 形态 变化 ,拓扑 学 应 运 而 生 . 
并 产生 了 -- 般 拓扑 学 、 代 数 拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 等 分 支 . 

BKR H OLARRO EH E RR. 从 其 一 问世 到 罗 巴 切 夫 斯 
基 为 止 ,许多 几何 学 家 都 对 其 中 的 “平行 公设 ”的 “不 证 自明 ”感到 
不 自在 . 一 两 千年 间 , 曾 有 许多 几何 学 家 穷 毕生 之 精力 ,力图 洗刷 
这 一 “污点 ” 罗 巴 切 夫 斯 基 和 鲍 耶 总 结 前 人 试 证 失败 的 教训 ,开创 
了 非 欧 几 何 的 一 派 一 - 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 , 后面 我 们 还 将 看 到 ， 
许多 几何 学 家 为 清除 (几何 原理 ) 的 瑕 羔 而 构造 的 反例 , 正 是 分 形 
几何 学 的 先 声 . 

19 世纪 中 叶 以 后 ,几何 学 的 种 类 如 雨后春笋 般 不 断 酒 现 . 
1872 年 , 克 莱 苗 就 各 种 新 几何 学 的 发 展 作出 总 结 ,指出 它们 结构 
上 的 一 般 原 则 . 他 强调 变换 群 在 古典 几何 学 中 的 主导 地 位 ;将 变换 
群 作为 几何 分 类 的 基础 . 在 这 种 观点 下 ,几何 学 被 看 作 是 图 形 对 某 
种 变换 群 为 不 变性 质 的 学 科 . 例如 侈 氏 几 何 ,球面 几何 、 非 欧 几 何 
中 的 保 长 变换 群 ; 圆 与 角 的 几何 中 的 保 圆 保 角 变换 群 ;射影 几何 中 
的 射影 变换 群 等 等 . 一 种 几何 结构 有 一 个 相应 的 自 同 构 群 , 它 是 由 
所 有 保持 结构 的 变换 所 组 成 的 群 . 因为 所 有 古典 几何 结构 都 是 高 
度 对 称 的 、 匀 齐 的 ,所 以 其 自 同 构 群 具有 统治 整个 图 形 ( 或 全 空间 ) 
的 影响 力 ,其 几何 性 质 在 这 个 变换 群 下 保持 不 变 ,而 任何 这 种 不 变 
量 都 是 几何 量 . 因此 , 九 何 学 也 就 被 看 成 研究 某 一 变换 群 作用 之 下 
的 不 变量 的 科学 . 克 莱 苗 的 思想 对 后 世 的 几何 学 具有 深远 的 影响 ， 
可 以 说 ,分 形 几何 学 也 是 在 这 种 思想 影响 下 诞生 的 . 表面 看 来 ,分 
形 几何 研究 的 图 形 极 不 规则 ,杂乱 无 章 ,但 在 不 同 尺度 下 观察 和 分 
析 , 可 以 发 现 它们 在 尺度 上 的 对 称 性 . 对 其 定义 一 个 标 度 变换 群 ， 
分 形 集 是 这 个 变换 群 的 不 变 集 , 而 分 维 就 是 这 个 变换 群 作 用 下 的 
不 变量 . 


$2 机 遇 与 自然 办 的 几何 形态 


机 遇 ( 或 随机 性 ) 是 分 形 集 的 第 二 个 要 素 , 自 然 界 的 几何 形态 
与 随机 性 有 关 . 

传统 几何 的 空间 结构 具有 高 度 对 称 性 和 匀 齐 性 . 直观 地 说 ,这 
些 几何 学 研究 的 图 形 是 相当 规则 和 光滑 的 , 如 直线 、 贺 .椭圆 、 平 
面 、 球 面 .光滑 微分 流 形 等 .它们 只 是 某 些 自然 形态 的 简化 和 近似 . 
虽然 如 此 ,它们 在 某 些 研究 中 仍 是 不 可 缺少 的 . 例如 , 圆 和 抛物 线 
可 作为 某 些微 分 方程 的 解 曲线 ,对 这 些 曲 线 几何 性 质 的 认识 可 帮 
助理 解 相 应 的 微分 方程 . 又 如 ,行星 运动 的 轨道 并 非 严格 的 椭圆 
地 球 也 不 是 真正 的 圆 球 ,但 在 预测 行星 的 运动 ,或 研究 地 球 的 引力 
场 时 ,用 椭 加 和 球 来 近似 ,效果 也 是 够 理想 的 . 然而 ,自然 界 的 真实 
形态 是 干 变 万 化 ,复杂 纷繁 的 难怪 弗 里 曙 。 戴 又 该 谐 地 说 

“自然 界 给 数学 家 们 开 了 个 玩笑 . 19 世纪 的 数学 家 可 能 缺乏 
想象 力 ,而 自然 界 却 不 乏 想象 力 ……” 

i UC TIS HUD MuR KERR E RU ,而 果林 的 海岸 
线 ;流体 的 潢 流 ; 相 变 点 附近 的 涨 落花 班 ; 地 下 水 和 石油 的 渗流 ; 结 
晶体 或 河流 的 分 支 ; 静 电 传输 误 差 ; 股 票 市 场 的 波动 ……. 根据 研 
究 问题 的 需要 ,用 规则 的 几何 形态 近似 这 些 复杂 形态 达 不 色目 的 ， 
甚至 有 很 多 形态 连 一 级 近似 也 做 不 出 来 . 对 自然 界 中 的 这 些 复杂 
形状 和 结构 ,传统 的 几何 学 显得 苍白 元 力 . 应 运 而 生 的 分 形 几何 学 
为 研究 这 些 极其 复杂 、 极 不 规则 的 形态 提供 了 一 个 总 体 框架 . 

分 形 几何 学 研究 的 图 形 是 分 形 集 , 它 是 区 别 于 规则 集合 的 奇 
异 集 ,如 康 托 集 等 等 . 一 般 的 分 形 集 有 哪些 特征 呢 ? 分 形 几何 学 创 
始 人 曼 德尔 布 罗 特 (B. B. Mandelbrot) 指 出 ,一 个 分 形 集 由 三 个 要 
素 确定 , 即 :形状 ,机 遇 和 维 数 . 人 们 可 以 豪 不 困难 地 区 分 一 应 山 和 
一 打 云 ,因为 它们 具有 不 同 的 形 . 尽管 一 个 岛屿 的 海岸 线 和 科 回 
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(H. Von Koch) 曲 线 有 近似 的 结构 和 维 数 , 人们 仍然 能 够 分 辨 它 
们 . 这 种 差异 的 产生 是 由 于 海岸 线 受 到 自然 界 随机 因素 的 作用 而 
显现 出 相当 紊乱 的 形 貌 . 相 比 之 下 ,人 们 感到 一 道 闪电 远 比 一 条 折 
线 复杂 . 这 种 复杂 意味 着 什么 ? 如 何 刻画 这 种 复杂 性 ? 分 形 集 的 维 
数 回答 了 这 一 问题 . 
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维 数 是 图 形 最 基本 的 不 变量 . 也 是 刻画 分 形 集 的 要 素 之 一 . 例 
如 自然 界 中 的 分 形 集 的 维 数 应 是 标 度 变换 群 作用 下 的 不 变量 . 历 
史上 ,对 图 形 维 数 的 定义 经 历 了 漫长 的 探索 . 早 在 两 干 多 年 前 , 欧 
几 里 德 就 给 出 图 形 维 数 的 描述 ,“ 曲 面 有 两 个 量度 ,曲线 有 一 个 量 
度 ,点 连 一 个 量度 也 没有 . ”这 里 的 量度 即 欧 氏 维 数 . 后 来 将 其 定义 
为 描述 空间 中 一 个 点 的 位 置 所 需要 的 独立 坐标 数目 或 连续 参数 的 
最 小 数目 . 例如 ,曲线 可 用 下 述 映射 定义 .r:[a,b 二 一 用 ; 
r(t)—(x(D,y(D,z(O0) axtsb (1.1) 
只 需 一 个 连续 参数 t. 曲面 也 可 用 如 下 映射 定义 ,r:[a,pb]x[c,d] 
—— d? 
r(u,v) — (x(u,v),yQu,vD.z(u, v2) a<u<b,c<v<d 
| a. 2) 
只 需 两 个 连续 参数 u,v. 直观 长 期 地 迷惑 了 我 们 . 直到 上 世纪 未 ， 
意大利 数学 家 皮 亚 诺 作出 了 一 个 初 看 起 来 甚至 以 为 是 悖 论 的 惊人 
发 现 , 他 指出 ,存在 定义 于 实数 轴 上 闭 区 间 的 连续 喘 射 ,将 区 间 映 
满 平面 上 的 二 维 区 域 ， 比如 正方 形 或 三 角形 .这样 的 映射 称 作 皮 亚 
诺 曲 线 或 充满 空间 的 曲线 . 我 们 将 在 第 二 章 给 出 其 构造 和 详细 分 
Br. 当然 这 一 曲线 已 经 不 是 简单 规则 的 曲线 了 ,现在 知道 它 是 一 条 
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皮 亚 诺 的 例子 告戒 人 们 ,定义 空间 的 维 数 时 必须 十 分 小 心 .把 
集合 X 的 维 数 定义 为 确定 X 各 点 所 需 连续 参数 的 最 少 个 数 并 不 
妥当 . 因为 照 这 样 定义 , 皮 亚 诺 的 例子 说 明正 方形 区 域 或 三 角形 区 
域 将 是 一 维 的 ! 

于 是 ,人 们 提出 :图 形 的 维 数 到 底 是 什么 ?本 世纪 初 ,阐明 这 个 
概念 的 意义 并 创立 维 数理 论 的 是 苏联 数学 家 乌 雷 松 . 其 定义 如 下 : 

称 图 形 X 是 零 维 的 ,如果 在 其 中 不 存在 包含 多 于 一 个 点 的 连 
通 图 形 . 归纳 地 , 若 已 经 确定 n 一 1 维和 更 低 维 的 图 形 , 则 n 维 图 形 
就 定义 为 : 它 不 是 n 一 1 维 或 更 低 维 的 , 且 可 以 用 n 一 1 维 (或 更 低 
维 ) 的 图 形 把 其 中 任意 点 及 其 邻近 点 同 图 形 的 其 余部 分 分 割 开 . 

乌 雷 松 定义 的 维 数 是 拓扑 不 变量 , 即 在 拓扑 变换 之 下 保持 不 
变 .但 是 空间 再 抽象 一 些 ,如 拓扑 空间 ,其 拓扑 维 数 的 定义 并 非 易 
事 . 即使 是 特殊 的 紧 致 豪 斯 道夫 空间 , 维 数 的 定义 也 是 抽象 难 慌 
的 ,我 们 不 拟 深 入 介绍 . i 

乌 雷 松 定义 的 维 数 只 取 整 数 , 它 可 以 解决 关于 皮 亚 诺 曲 线 维 
数 的 疑难 . 由 于 用 点 不 能 将 皮 亚 诺 曲 线 上 任 一 点 及 其 邻近 点 和 其 
它 部 分 分 开 , 因 此 其 维 数 为 2. 但 是 拓扑 维 数 也 没有 对 集合 整体 的 
复杂 程度 或 集合 占有 空间 的 规模 给 出 很 好 的 搞 述 . 想 想 看 ,在 圆锥 
曲线 和 皮 亚 诺 曲 线 之 间 , 还 有 许 许 多 多 的 曲线 ,它们 的 复杂 程度 很 
不 一 样 ,占有 空间 的 规模 也 大 不 相同 ,只 要 没有 填充 一 个 令 域 , 按 
乌 雷 松 的 定义 ,它们 的 维 数 都 为 1. 科 笑 曲线 和 谢 尔 品 斯 基地 毯 就 
是 这 样 的 例子 .为 了 刻画 曲线 占有 空间 的 规模 ,其 维 数 应 该 扩展 到 
1 与 ?之 间 的 实数 . 类 似 地 ,为 了 刻画 离散 点 集 占 有 空间 的 规模 ， 
维 数 应 扩充 到 0 与 1 之 间 的 实数 . 为 了 刻画 不 同 曲面 占有 空间 的 
规模 维 数 应 扩展 到 2 与 3 之 间 的 实数 等 等 . 维 数 跳出 整数 的 圈子 ， 
就 产生 了 分 形 几何 学 . 人 们 从 不 同 角度 定义 的 维 数 ,已 有 相似 维 
数 、. 豪 斯 道夫 维 数 、 盒 维 数 、 容 量 维 数 . 布 利 干 维 数 、 信 息 维 数 、 关 联 
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维 数 乃至 广义 维 数 的 连续 谱 等 等 

实际 上 ， 分 数 维 并 不 是 近年 才 提出 的 新 概念 早 在 1919 年 ,在 
波恩 工作 的 大 数学 家 豪 斯 道夫 就 提出 了 维 数 应 该 可 以 取 分 数 的 恩 
想 ,并 创立 了 豪 斯 道夫 测度 和 维 数 . 以 后 的 贝 塞 考 维 奇 也 曾 致力 于 

这 一 工作 . 但 由 于 历史 的 局 限 ,他 们 的 创造 性 工作 没有 引起 更 多 人 
的 重视 . 

BRE 70 年 代 中 期 .分 数 维 的 概念 才 逐 渐 传播 开 来 ,80 年 代 形 
成 了 席卷 全 球 的 : (分 形 热潮 ” 如 今 , 它 已 渗透 到 数学 物理 .化 学 、 
生物 、 医 学. 地质. 地震 ,冶金 ,材料 工程 .经 济 等 领域 . 它 不 仅 引出 
了 许 许 多 多 的 新 问题 ， 还 为 解决 古老 的 难题 带 来 了 靳 的 希望. 清流 
与 相 变 就 是 两 个 著名 的 例子 . 相 变 点 附近 的 涨 落花 斑 , 发 达 灌流 中 
的 高 旋涡 区 域 ,都 是 分 形 的 物理 实例 . 它们 都 在 大 ,中 、 小 、 微 许 许 
多 多 尺度 上 表现 出 紊乱 状态 ,这 正 是 从 理论 上 描述 它们 的 困难 所 
在 ,也 是 借助 分 形 理论 中 的 标 度 对 称 性 解决 问题 的 希望 所 在 . 在 无 
标 度 区 内 求 出 的 重要 特征 量 分 维 ， 浓缩 了 它们 在 几何 形态 上 的 很 
多 重要 信息 . 

目前 人 们 对 分 形 与 分 维 表 现 出 如 此 强烈 的 爱好 ， 其 主要 原因 
有 三 条 . 第 一 ,传统 的 数学 研究 方法 与 计算 机 图 形 学 相 iE ,协助 
人 们 推 开 了 分 形 这 座 艺 术 宫 典 的 大 门 ， 这 座 具 有 无 穷 层次 结 者 构 的 
XE. 使 成 千 上 万 的 科学 家 和 艺术 家 留连 忘 返 . 第 二 ,物理 学 家 和 
许多 其 它 领域 的 科学 家 起 了 推波助澜 的 作用 . 在 他 们 手中 ,分 形 和 
自然 界 里 的 真实 事物 产生 了 不 解 之 缘 . 他 们 越 来 越 惊奇 地 发 现 ， ü 
然 界 里 到 处 是 分 形 . 湛 流 、 相 变 ,银河 系 中 的 星团 、 流体 在 孔 际 介质 
中 的 省 流 ,给 出 令 人 眼花 综 乱 的 分 形 图 象 - 他 们 用 分 形 模型 描述 自 
然 界 的 复杂 现象 ,在 无 标 度 区 里 计算 实际 系统 的 分 维 . 从 传统 的 理 
论 中 呼唤 出 合理 的 内 核 ,并 力图 与 新 的 维 数 结合 ,给 复杂 的 现实 以 
新 的 解释 . 第 三 ,富有 传奇 色彩 的 多 面 手 , 年 轻 的 法 国 数学 家 曼 
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德尔 布 罗 特 (B。 B. Mandelbrot) UL lg Ac d£ Q8 8t JLRUX Jo RE 
的 精神 ， 为 分 形 几何 的 诞生 立 下 了 不 朽 功 盎 ， 并 对 分 形 几何 的 广泛 
应 用 起 了 持续 蕉 动 的 作用 . 


$4 分 形 几何 的 产生 与 最 念 尔 布 罗 特 的 业绩 


1960 年 , 曼 德尔 布 罗 特 从 棉花 价格 数据 随时 间 变 化 的 曲线 
上 ,看 到 了 在 他 脑海 中 逐渐 形成 的 一 幅 现 实 世界 的 图 画 . Mandel- 
brot 对 这 些 数据 进行 计算 机 处 理 ,发 现 了 所 寻求 的 惊人 结果 . 从 正 
态 分 布 角度 产生 偏差 的 数字 ,从 尺度 变换 的 角度 却 给 出 了 对 称 . 价 
格 的 每 一 次 特定 的 变化 是 随机 的 ,不 可 预测 的 ,但 长 期 的 变化 又 是 
与 尺度 无 关 的 . 价格 的 日 变化 和 月 变化 曲线 完全 一 致 . 甚至 在 经 历 
两 次 世界 大 战 和 一 次 大 萧条 的 60 年 动荡 岁月 中 ,价格 变动 的 程度 
保持 不 变 . 大 量 无 序 的 数据 里 竟然 存在 着 一 种 出 乎 意料 的 有 序 . E 
使 Mandelbrot 日 益 增 强 了 探索 尺度 现象 的 决心 . 

这 以 后 不 久 , 庇 护 他 的 IBM 公司 正 非常 关心 一 个 实际 问题. 
工程 师 们 被 计算 机 之 间 通 讯 用 的 电话 线 中 的 噪声 问题 弄 得 不 知 所 
措 . 工程师 们 发 现 , 某 种 自发 噪声 怎么 也 无 法 消除 , 它 偶尔 会 抹 掉 
一 部 分 信号 ,造成 误差 . Mandelbrot 通过 与 工程 师 们 交谈 ,得 知 了 
传输 噪声 在 本 质 上 是 随机 的 ,但 以 聚 群 出 现时 情况 就 不 同 了 . 越 仔 
细 观 察 这 些 聚 群 ,误差 的 模式 看 来 就 越 复杂 . Mandelbrot 采取 了 
一 层 一 层 地 深入 区 分 无 误差 传输 和 误差 传输 期 间 的 描述 方式 . 他 
论证 说 ,与 直觉 相反 ,根本 不 可 能 找到 一 段 时 间 , 其 中 误差 是 连续 
散布 的 . 在 任何 一 群 误差 中 ,不 论 时 间 如 何 短 ,总 会 存在 几 段 完全 
无 误差 的 传输 . 更 令 人 吃惊 的 是 ,他 发 现 了 误差 诸 群 与 无 误差 传输 
段 之 间 一 致 的 几何 关系 . 无 论 是 在 小 时 还 是 在 秒 的 尺度 上 ,无 误差 
期 间 与 有 误差 期 间 之 比 总 是 常数 . 工程 师 们 没有 现成 的 框框 来 理 
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解 他 的 描述 ， 但 数学 家 们 是 有 的 ， 早 在 1875 sg GG (Cantor BO 
备 了 这 一 模式 一 一 三 分 Cantor 集 . | 

这 一 描述 使 工程 师 们 改变 了 处 理 噪 声 的 战略 ,不 应 靠 加 强 信 
号 来 淹没 越 来 越 多 的 噪声 ,而 应 当 采 用 适当 的 信号 ,容忍 不 可 避免 
的 误差, 并 采用 多 余 信息 的 战略 来 发 现 和 改进 误差 . Mandelbrot 
的 只 度 变换 模式 表明 ,永远 不 可 能 在 特殊 局 部 事件 的 基础 上 把 只 
声 解释 清楚 . 

Mandelbrot 转向 河流 水 位 的 数据 . 同 处 理 棉 价 数据 一 样 ,他 
把 水 位 变化 分 为 诺 亚 效 应 和 约 琴 效应 . - 
to 诺 亚 效应 意味 着 不 连续 . 经 济 学 家 们 过 去 设想 价格 平稳 变化 ， 
然而 这 是 错误 的 - 价格 可 以 在 瞬间 跃 变 ,就 象 一 则 消息 经 电 传 机 发 
来 ,成 干 的 经 纪 人 就 立刻 改变 主意 一 样 . Mandelbrot 论证 说 ,如 果 
一 种 股市 战略 假定 股票 售 价 从 60 美元 降 到 10 美元 时 一 定 要 经 过 
50 美元 的 售 价 , 那 就 注定 要 失败 . 

约 活 效应 意味 着 持续 性 . 洪水 和 干旱 的 确 是 持续 的 ,尽管 有 潜 
在 的 随机 性 ,但 一 块 地 方 受 旱 灾 越 久 , 它 就 越 可 能 受灾 . Mandel- 
brot 将 普通 Brown 运动 这 一 随机 过 程 拓展 到 与 分 形 有 关 的 分 数 
Brown 运动 ,并 融合 Hurst 指数 对 尼罗河 水 位 的 分 析 表 明 ,无 论 按 
一 百年 计 还 是 按 十 年 计 , 这 种 持续 性 都 有 所 显现 . 

不 连续 性 、 阵 发 噪声 和 Cantor 尘 集 ,在 传统 的 数学 中 被 看 成 
病态 的 个 别 现象 ,因而 只 作为 反例 . 经 典 几 何 学 和 赖 以 为 基础 的 伟 
统 数学 研究 的 是 规则 的 和 光滑 的 对 象 . 它们 代表 着 对 现实 世界 简 
单 形 体 的 有 力 抽象 但 对 于 认识 复杂 形态 ,它们 却 是 一 种 错误 抽 
象 . 

Mandelbrot 喜欢 说 ,云彩 不 是 球面 ,山峰 不 是 圆锥 ,闪电 并 不 
按 直 线 前 进 , 他 脑海 中 的 现实 世界 的 图 象 粗 糙 而 不 光滑 .四 凸 而 不 
圆润 . 他 提倡 的 自然 界 的 几何 学 是 斑痕 ,、 麻 点 .破碎 、 扭 曲 、 缠 绕 、 纠 
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结 的 几何 学 . 他 认为 四 三 和 缠绕 比 开 宪 更 严重 地 焉 曲 了 欧 民 几何 

中 的 规则 形状 状 ,这 常常 是 理解 事物 本 质 的 关键 
对 于 :不 列 重 的 海岸 线 有 多 长 ?" 这 一 间 题 的 深信 思考 和 分 析 ， 

成 为 Mandelbrot 思想 的 转折 点 . 他 论证 说 ， 任何 海岸 线 在 一 定 意 
义 上 都 是 无 限 长 的 ， 而 在 另 一 种 意义 上 ,结果 依赖 于 测量 海岸 线 所 
用 直 尺 的 长 度 . 尺子 长 度 越 小 ， 测 得 的 长 度 越 大 . 因为 海湾 523 d 
将 显露 出 越 来 越 小 的 子 海湾 与 子 半岛 . 测量 尺度 无 限 变 小 ， 则 海岸 
线 长 度 无 限 上 升 . 描述 光滑 曲线 长 度 的 数学 模型 无 法 用 来 描述 英 
国 海岸 线 ,而 数学 家 科 契 (H. Von. Koch) 在 1904 年 构造 的 “妖魔 ” 
曲线 却 能 恰如其分 地 描述 海岸 线 . EH, 尺 康 对 称 性 又 一 次 起 了 重 
要 作用 . 分 维 在 尺度 变换 下 保持 不 变 . 而 且 分 维 刻画 了 海岸 线 的 整 
体 复杂 性 和 粗糙 度 . 

. Mandelbrot 发 现 更 欧 氏 测度 不 能 抓 住 不 规则 形状 的 本 质 ， 从 而 
转向 尺度 对 称 性 和 尺度 变换 下 的 不 变量 一 一 维 数 的 研究 . 他 总结 
出 自然 界 的 很 多 现象 的 自 相 似 性 ， 即 跨越 不 同 尺度 的 对 称 性 . di 
价 . 电 子 传输 噪声 、 尼罗河 水 位 、 不 列 颠 海岸 线 ， 地 震 行为 的 物理 学 
在 相当 大 的 程度 上 与 尺度 无 关 ， 大 地 震 只 ! 是 小 地 震 按 尺度 放大 的 

结果 .云彩 是 和 地 震 一 样 可 以 有 尺度 变换 的 现象 - 在 不 同 的 尺度 下 
观察 ， 它们 所 特有 的 不 规则 性 (或 分 维 ) 不 变 . 卫星 云图 的 分 析 表 
明 , 从 几 百 英里 赢 空 观察 的 云彩 具有 不 变 的 分 维 ， 

血管 分 支 再 分 支 的 性 质 是 一 种 分 形 . 就 体内 “资源 "而 ; ES 

是 昂贵 的 ， 空间 也 必须 珍惜， ,作为 生理 需要 ， 特 环 系统 就 必须 全 谢 
尔 品 斯 基 (Sierpinski) 海 绵 那样 ， 把 巨大 的 表面 积 挤 进 有 限 的 体 
积 . 在 多 数组 织 中 ,永远 没有 一 一 个 细胞 与 血管 的 距离 超过 3 一 4 个 
细胞 之 远 , 但 血管 和 血液 只 占用 了 不 超过 人 体 5% 的 空间 . 血管 系 
统 具 有 奇异 吸引 于 的 特征 . 体内 充满 了 这 种 复杂 性 . 消化 道里 ,组 


AURI UR UR 肺脏 也 是 这 样 ， 它 力图 把 最 大 可 能 的 表面 
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积 装 进 最 小 的 空间 . 典型 的 人 肺 表面 展开 之 后 比 网 球场 还 大 . 

在 Mandelbrot 发 表 他 关于 生理 学 的 推测 之 后 10 年 ,一 些 理 
论 生物 学 家 开始 发 现 分 形 组 织 控制 着 贯穿 全 身 的 结构 . 支气管 分 
支 的 标准 的 “指数 式 ” 捕 述 被 证 明 是 十 分 错误 的 ,而 分 形 描述 与 数 
据 相 符 . 泌尿 系统 也 是 分 形 系统 . 肝脏 里 的 胆管 也 是 . 心脏 中 输送 
电流 脉冲 到 收缩 肌肉 的 特殊 纤维 的 网 络 也 是 这 样 . 好几 位 具有 混 
沌 思想 的 心脏 学 家 发 现 ,心跳 节律 的 频率 谱 遵从 分 形 规律 .这 是 一 
组 分 支 通道 的 迷宫 ,在 越 来 越 小 的 尺度 上 具有 自 相似 的 组 织 . 

Mandelbrot 认为 ,只 有 在 传统 的 欧 氏 几何 意义 下 现实 世界 才 
存在 复杂 性 . 作为 分 形 , 分 支 结构 可 以 近乎 透明 地 简单 描述 . 只 需 
要 几 位 数字 的 三 进 制 信息 就 够 了 . 在 有 机 体 遗 传 基 因 的 编码 指令 
中 有 类 似 于 Koch ,Peano 和 Sierpinski 所 设计 的 形状 . DNA 可 以 
规定 重复 的 分 倪 和 发 展 过 程 . Mandelbrot 认为 自然 界 的 树 也 需要 
用 分 形 的 枝叶 来 获取 阳光 和 抵抗 风力 . 理论 生物 学 家 们 开始 推测 ， 
在 形态 发 生 过 程 中 ,分 形 尺度 不 仅 是 常见 的 ,而 且 是 普遍 的 . 

1975 年 ,Mandelbrot 把 关于 大 自然 和 数学 史 的 探索 汇集 成 一 
书 , 出 版 了 《分 形 图 :形状 .机 遇 和 维 数 》 这 标志 着 分 形 几何 学 的 诞 
^E. 他 也 因此 获得 了 前 所 未 有 的 学 术 成 就 和 殊荣 . 他 的 名 字 出 现在 
科学 史家 科恩 经 过 严格 挑选 的 短 短 名 单 上 . 

Mandelbrot 发 现 ,他 的 最 热情 的 接受 者 是 那些 在 石油 ,岩石 
或 金属 方面 工作 的 应 用 科学 家 . 80 年 代 中 期 ,在 庞大 的 埃 克 森 研 
究 中 心 有 大量 科 学 家 钻研 分 形 问题 . 在 通用 电气 公司 ,分 形成 为 聚 
合 物 研究 中 的 组 织 原则 ;还 有 核反应 堆 的 安全 问题 中 也 是 如 此 . 在 
好 莱 坞 ,分 形 在 产生 电影 特殊 效果 方面 大 显 身手 ,用 于 创造 地 上 或 
天 外 非凡 的 “实景 ” 
^ — May 和 Yorke 等 人 在 70 年 代 初期 开始 研究 非 线性 动力 系统 
的 混沌 行为 . 而 理解 非 线性 动力 学 的 关键 结构 是 分 形 . 在 应 用 方 
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T ,分 形 几 何 也 为 物理 学 家 ,化 学 家 、 地 学 家 冶金 学 家 .生理 学 家 
提供 了 工具 . 人 们 认为 ,Mandelbrot 的 分 形 几 人 和 何 就 是 大 自然 本 身 
的 几何 . o, 

1982 ^£, Mandelbrot 出 版 (自然界 的 分 形 几 何 ? 这 一 著作 之 
后 ,分 形 这 个 概念 便 在 全 世界 不 径 而 走 , 迅 速 深 入 很 多 科学 领域 ， 
把 许多 人 带 进 了 分 形 的 百花 园 . 

Mandelbrot 不 仅 提供 了 自然 界 中 许 许多 多 的 分 形 图 象 ,还 为 
混沌 提供 了 必需 的 语言 . 分 形 几 何 学 为 描述 复杂 现象 和 探索 物质 
世界 的 复杂 机 制 提 供 了 简洁 的 工具 . 它 被 誉 为 开创 了 二 十 世纪 数 
学 的 重要 阶段 ,Mandelbrot 也 因此 而 获得 了 1985 年 度 的 Barnard 
奖章 . 
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第 二 章 


“病态 "结构 及 其 分 形 性 质 


”19 世纪 的 数学 家 凭借 想象 创造 出 来 的 不 够 光滑 、 不 够 规则 的 
集合 和 函数 , 曾 被 视 为 “病态 结构 ,不 值得 研究 而 不 予 理 采 . 长 其 
以 来 , 除 极 少数 被 认为 可 以 利用 一 般 理论 进行 研究 的 以 外 ,大 部 分 
“病态 ”结构 只 在 分 析 和 拓扑 学 教科 书 中 担当 着 反例 的 角色 ,起 着 
对 正则 结构 的 点 级 和 陪衬 作用 . 近年 来 ,这 些 “ 病 态 ” 结 构 采 取 分 形 
的 形式 而 受到 人 们 的 重视 . 在 分 形 几何 理论 中 的 主要 角色 都 是 由 
分 析 和 拓扑 中 的 病态 曲线 和 其 他 “怪物 ”, 如 Cantor $, Weier- 
strass 函数 、 充 满 空间 的 曲线 、 雪 片 曲线 .Sierpinski 地 我 等 等 所 扮 
演 的 . 使 科学 家 们 惊讶 并 受 欢 迎 的 是 ,这 些 东西 有 比 被 人 们 举 出 来 
仅仅 作为 反例 更 为 重要 的 意义 .事实 上 ,为 了 描述 自然 界 的 几何 形 
状 ,它们 是 必需 的 . 正如 Mandelbrot 所 说 “我 不 想 声称 这 些 集合 
如 此 美妙 以 致 一 定 会 派 上 用 场 , 我 只 是 想 要 人 们 承认 , 正 是 使 
Cantor 不 连续 统 是 病态 的 那些 性 质 到 头 来 却 是 间歇 现象 的 现实 
模型 中 必 不 可 少 的 东西 . ” | 

本 章 我 们 介绍 这 些 来 自分 析 学 与 拓扑 学 中 的 反例 ,分 析 它 们 
的 性 质 并 由 此 引出 分 形 几 何 的 基本 思想 和 主要 问题 . 
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$1 康 托 集 及 其 性 质 


1875 年 ,集合 论 创 始 人 ,德国 数学 家 康 托 (G. Cantor) 构 造 出 
一 个 奇异 集合 , 称 作 三 分 康 托 集 ,其 构造 如 图 2. 1 所 示 . 从 单位 区 
间 E, 出 发 ,去 掉 中 间 的 17/3 ,得 到 的 集 记 作 E,, 它 包含 两 个 子 区 间 
[0,1/3] 和 [L2/3 ,1]. 接着 去 掉 E, 两 个 子 区 间 各 自 中 间 的 一 段 得 到 
> dq 2 E. 设 已 作 


3 3 E. 成 Er È E 由 

一 —— E, ŽARKE 
LI 二 二 a. 二 二 ZIP with 
Z2 LL - TI LLPD 区 间 组 成 ， 
Fi mE Fa 上 从 每 个 小 区 

图 2.1 三 分 康 托 集 F 的 构造 间 去 掉 中 间 


的 1/3 得 到 Eu. EIER, TI E CE ARRE F= NE 
就 是 三 分 康 托 集 . 它 由 [0,1] 中 可 以 展 成 以 3 为 底 的 短 级 数 O a 
ai3-' 形 式 的 数组 成 ,a 一 0 或 2, 即 a 不 取 1. 这 是 由 于 从 EL 得 E+， 
时 ,去 掉 了 a; 二 1 的 那些 数 . 

RF 具有 下 述 分 析 和 拓扑 学 性 质 ,传统 数学 认为 这 些 性 质 对 
非 连续 统 是 “病态 "或 < 奇怪 的 . 

D F 是 不 可 列 无 穷 集 , 即 它 与 连续 统 有 相同 的 基数 . F 
的 每 一 点 的 邻 域内 都 包含 了 下 的 无 穷 个 点 . 这 又 说 明 F 的 每 一 点 
都 是 F 的 案 点 , 即 F 没有 孤立 点 . 因此 又 有 性 质 

1) FERE UE PEERS. 但 是 

E) F 在 [0,1] 中 不 稠密 . 事实 上 下 =-P 汉 [0,1] 这 说 明 下 是 
闭 集 且 FC[o,1] 是 有 界 的 ,因此 有 

N) F 是 紧 致 的 ,同时 知 F 是 完全 集 .但 

V) FF 是 完全 不 连通 的 . 
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集 F 还 具有 如 下 典型 的 几何 性 质 . 它 代 表 了 很 多 分 形 集 所 具 
有 的 几何 特征 . 四 

GJ) F 是 自 相似 的 . 即 下 的 每 一 个 充分 小 的 局 部 都 与 F 是 
几何 相似 的 . E. 的 两 个 区 间 内 下 的 部 分 与 相似 ,相似 比 为 1/3， 
将 其 放大 3 们 就 得 到 下 ;Es 的 每 个 小 区 间 内 下 的 部 分 与 下 也 相 
似 ,相似 比 为 179, 将 每 一 部 分 放大 9 倍 亦 得 到 F"…'…- 因此 ,F 中 
包含 了 无 穷 多 个 不 同比 例 的 与 下 相似 的 样本 . 

GO F 有 “精细 结构 ”, 即 它 包含 有 任意 小 比例 的 细节 ， 用 越 
来 越 大 的 倍数 观察 .间隙 就 越 来 越 清 楚 . 00 
O G) 下 的 定义 简单 明了 ,是 一 个 简单 图 形 (单位 直线 段 E) 
通过 迁 代 过 程 产生 的 ， 即 不 断 地 重复 去 控 中 加 1/3 而 得 到 . 迭代 的 
FREK, E, RBL F. 

GJ 下 的 几何 性 质 难以 用 传统 的 术语 描述 , 它 既 不 是 满足 其 
些 简单 条 件 的 点 的 轨迹 ,也 不 是 任何 简单 方程 的 解 集 . 

Go FF 的 局 部 性 质 也 是 很 难 用 传统 数学 语言 拱 述 的 . 在 它 的 
每 点 附近 都 有 大 量 被 各 种 不 同 间 阶 分 开 的 其 它 点 . 

G) 下 虽 是 不 可 数 无 穷 集 ,但 其 勒 贝 格 测度 为 0. 事实 上 ， Ex 
的 长 度 为 2。3- "= Q/)* 38 kool, 下 的 长 度 为 0. Ek, 
格 测度 不 能 对 F 给 出 很 好 的 描述 ,图形 的 拓扑 维 数 0 和 1 也 不 能 
给 F 以 很 好 的 描述 .因为 按 拓扑 维 数 的 定义 ,Di(F)==0. 但 F 的 初 
次 构造 中 的 两 个 特征 量 :相似 比 1/3 和 与 原 图 形 相似 的 新 图 形 的 
个 数 2, 可 构成 新 的 特征 量 D, 一 Du 一 log2/log3, 即 相似 维 数 或 
Hausdorff 维 数 , 虽 是 非 整数 ， 但 却 对 集合 E 的 复杂 程度 和 占据 空 
间 的 规模 给 出 了 较 好 的 描述 .使 F 既 能 区 别 于 可 列 点 集 又 能 区 别 
于 区 间 [0,11]. EM | | 
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1904 年 ,瑞典 数学 家 科 契 (H, Von Koch) 设 计 出 一 类 被 称 之 
为 “妖魔 曲线 ”的 “病态 ”结构 .图 2. 2 所 示 为 其 中 之 一 . 设 E。 为 一 
单位 直线 段 ,将 其 等 分 为 三 段 ,中 间 的 1/3 用 边 长 1/3 的 等 边 三 解 
形 向 上 指 的 另 两 条 边 代替 得 到 的 集 记 为 EE. 它 包含 四 条 线段 . 对 
E, 的 每 条 线段 重复 这 一 手续 得 到 EE. 归纳 地 ,E+ 是 把 E; 的 每 条 
线段 中 间 的 1/3 用 边 长 为 1/3t+ 的 等 边 三 角形 的 另 两 条 边 代 蔡 得 
Ee gli]. 当 k 充分 大 时 ,Eu 


| “与 Ex 只 在 精细 的 细节 上 
, N 不 同 . 4 kont, E 


"Fi gr- nc 称 为 科 契 


| | 科 契 曲线 有 与 三 分 康 
| ep 托 集 类 似 的 几何 性 质 . 它 


”图 2.2 Koch At. eg 由 4 个 与 总 体 相似 的 部 分 
下 为 极限 图 形 l | 组 成 ,相似 比 为 1/3. 它 在 
任何 尺度 下 的 不 规则 性 反映 了 它 的 精细 结构 . 这 一 曲线 在 传统 间 
义 下 ,处 处 是 尖 点 ,没有 一 处 有 切线 , 易 知 ,E 的 长 度 为 3 
(4/3)* S k 一 o0, 知 F 的 长 上 度 为 无 穷 .但 F 在 平面 内 的 面积 为 0， 
所 以 长 度 和 面积 都 没有 对 F 提供 好 的 描述 . 这 一 点 根源 于 整数 的 
拓扑 维 数 1 和 2 没有 为 F 提供 好 的 描述 . Hin fetu s ie 
义 ,Di(F) ==1, 而 用 下 构造 中 的 特征 量 1/3 和 4 决定 的 分 数 维 数 
Ds 二 Dn=log4/log3, 则 对 下 的 复杂 程度 和 占据 空间 的 规模 提供 了 
较 好 的 描述 . 
将 E, 换 成 单位 长 度 的 等 边 三 角形 ,对 每 边 都 按 图 2. 2 的 方法 
* |° 


构造 ,得 到 科 契 雪花 曲线 ,如 图 2. 3 所 示 . 这 条 闭 曲线 长 度 为 无 穷 ， 
但 围 成 的 面积 有 限 , 它 小 于 正三 角形 外 接 圆 的 面积 . 

Mandelbrot 把 生成 科 契 曲线 的 递归 方法 一 

般 化 . 给 定 一 个 产 多 边 形 ( 如 直线 段 、 三 角形 ); 一 

个 生成 元 , 它 由 若干 线段 组 成 ,其 中 有 两 个 点 为 特 

定点 . 在 每 一 次 迭代 中 ,将 上 一 次 迷 代 图 的 每 一 直 

aoa 线 眉 换 成 生成 元 的 相似 像 .生成 元 中 两 个 特定 点 

花 曲 线 。 ”的 象 就 是 这 一 直线 段 的 端点 . 实际 上 这 是 相似 几 

何 变换 的 迭代 ,极限 图 形 就 是 这 一 变换 的 不 变 集 . 按照 这 种 方法 可 

以 生成 各 种 各 样 的 分 形 曲 线 ,它们 都 有 类 似 于 科 回 曲线 的 性 质 , 如 

方形 科 契 岛 边 界线 .十 字形 科 契 岛 边 界线 等 等 - 

十 分 巧合 的 是 , 科 契 曲线 可 作为 描述 英国 海岸 线 的 模型 . 实际 

上 ,车 对 科 身 曲线 作 一 些 随机 化 处 理 , 则 它 与 英国 海岸 线 十 分 相 

似 . 当 人 们 从 不 同 的 高 度 观 察 海岸 线 时 ,看 到 的 形状 大 致 相同 . 虽 

然 高 度 越 低 ,看 到 的 范围 越 窄 ,细节 越 多 ,但 从 不 同 高 度 观察 和 拍 

摄 到 的 照片 ,发 现 海岸 线 有 相似 的 曲折 性 和 复杂 程度 ,具有 与 科 身 

曲线 类 似 的 形状 和 精细 结构 . 这 一 性 质 造成 了 海岸 线 长 度 精确 测 

量 的 困难 . Mandelbrot 在 1967 年 发 表 的 关于 海岸 线 的 文章 中 ,得 

出 英国 海岸 线 长 度 不 确定 这 一 结论 使 人 十 分 惊讶 . 在 他 1975 年 出 

版 的 (分形 图 :形状 .机 过 和 和 维 数 ) 一 书 中 ,第 二 章 题 为 “不 列 类 的 海 

岸 线 有 多 长 ?” 又 考虑 了 测量 海岸 线 长 度 的 问题 . 实际 上 ,海岸 线 的 

长 度 是 随 测 量 尺度 变化 的 . 当 人 们 从 不 同 高 度 测量 海岸 线 时 ,测量 

尺度 (单位 ) 随 之 变化 . 了 


这 对 测 得 的 长度 为 1， MA LL. Mir ipi 则 几乎 所 
有 肉眼 能 看 出 的 弯曲 都 不 会 忽略 ,这 时 测 得 的 长 L DKF L 和 
。17。 


Lo 如 果 考虑 一 个 极端 情况 ,以 原子 尺寸 为 测量 单位 ,这 就 很 近似 
数学 上 对 光滑 曲线 C 的 求 长 公式 了 . 如 图 2. 4, 光 滑 曲线 C 的 弧 长 


L«» - ['as- [Ir dt 


Lu 


-lim2)n (2.1) 
i-i 


Hi 2.4 E 
式 中 ,一 15 记 1. 由 于 海岸 线 象 科 契 曲线 一 样 ,不 是 光滑 曲线 , 按 
(2. 1) 式 求 出 的 长 度 必 大 至 天 文 数字 (无穷大 ). 这 说 明 , 在 欧 氏 意 
义 下 ,海岸 线 的 精确 长 度 挟 不 定 的 ,只 能 给 出 一 定 参照 尺度 下 的 近 
MKE. 但 是 ;不 列 颠 海岸 线 有 近似 于 科 契 曲线 的 维 数 Di, 而 D 是 
尺度 变换 下 的 不 变量 . 它 说 明 , 海 岸 线 昌 然 复杂 曲折 ,表面 看 来 这 
无 规律 ,但 它 却 在 大 小 不 同 的 尺度 上 宸 现 出 对 称 性 

下 一 RARE RUN ATE Houndlorff 大 最 意义 下 的 长 
度 . 在 这 一 意义 下 ， 不 列 颠 海岸 线 也 是 可 水 长 前 ， 这 与 按 (2: d 
FA TR EH 


E 3 TE 


波兰 数学 过 谢 尔 品 斯 基 
LOW. Sierpinski)1915 年 给 出 

. ES dm 维 图 形 出 发 作 

Mi E RT. mmis 
^ogamns Sierpinsk 0b & B i BER. 把 一 — FÉ IEEE E D, 

划分 成 9 个 相等 的 小 正方 形 并 挖 去 中 间 一 个 得 到 DiD 的 每 
。18 。 


个 小 正方 形 再 分 成 9 个 小 正方 形 并 控 去 中 间 的 一 个 得 Du. 重复 这 
一 过 程 至 无 穷 ,极限 图 形 F 为 一 曲线 , 称 作 谢 尔 品 斯 基地 毯 . 


将 上 述 构 

造 中 的 正方 形 

A A A d 
都 将 前 次 的 正 

Æ 2.6 Sierpinski 垫 的 构造 三 角形 等 分 成 


四 个 小 正三 角形 并 去 掉 中 间 的 一 个 .这 ARRAREN E 
一 曲线 , 称 作 谢 尔 品 斯 基 热 . E is 
这 两 种 曲线 有 着 和 Cantor 集 、 Koch — | 3 8 09 
分 维 D, 一 Da 一 log8/log3， 垫 的 维 数 D, 二 Dn 一 log3/log2. 
谢 尔 品 斯 基 垫 还 显示 
. A IOCIS A OUR 


在 拓扑 学 中 ， "m 
DE E ET: 5378 
有 过 较 深 入 的 研究 ， 
比如 平面 曲线 和 地 毯 
的 关系 . 车 能 嵌入 平 
面 内 的 曲线 也 能 嵌入 

图 2. 7 Sierpinski 海绵 地 毯 肉 , 则 称 为 万 有 
平面 曲线 . 人 们 证 明 不 能 嵌入 平面 内 的 曲线 也 不 能 嵌入 地 毯 内 . 从 
空间 中 的 单位 立方 体 出 发 ,与 地 禾 构 造 方法 类 似 可 得 到 A 中 的 
谢 尔 品 斯 基 海 绵 , 如 图 2. 7 所 示 . 奥地利 数学 家 孟 格 尔 证 明 , 任 何 
曲线 都 能 嵌入 谢 尔 品 斯 基 海 编 . 
。19 。 


应 用 谢 尔 品 斯 基 的 方法 可 以 构造 许多 分 形 集 . 在 每 次 构造 中 
把 一 个 正方 形 等 分 成 16 个 小 正方 形 ,保留 其 中 4 个 而 把 其 余 去 
掉 , 得 到 平面 上 的 一 个 康 托 尘 . 如 图 2. 8 所 示 . (如 果 保 留 不 同 次 序 
或 不 同 个 数 的 正方 形 则 构造 出 不 局 的 集 ). 其 维 数 D, 一 Dn=1. 应 
用 相同 的 方法 但 使 用 芮 个 不 同 芍 相似 比 ， 可 以 构造 出 类 仆 了 雪花 
的 分 形 集 ,如 图 2.9 所 示 . 这 里 的 康 托 侍 和 和 雪花 也 有 类 似 于 寄托 三 
DE LUISETR T1237 

E? 


. E E, f - . wi 
m.» ——— , E 
BCITLIPIILIC PM E" 0 


T MS B 


这 是 分 析 学 中 的 一 个 著名 反例 . 原来 人 们 总 以 为 连续 函数 只 
在 个 别 点 处 不 可 微 . 但 德国 数学 家 维尔 斯 特 拉 斯 (K. Weierstrass) 
这 位 分 析 学 大 师 在 1875 年 发 现 了 处 处 连续 但 不 可 微 的 函数 

f(x) 二 327. aeos (bx) (0<a <1 ab 1-- Sox b EO 


(2.2) 
:20* 


它 的 发 表 曾 使 数学 界 为 之 震惊 . 
现在 维尔 斯 特 拉 斯 函数 已 有 许多 变形 ,比如 


f(x) = XL 2| inc G/27x3 (2.3) 
最 著名 的 是 . 

FGO = DIA I sinQx) 1521 (2.4) 
Mandelbrot 提出 的 变形 为 

fGo- ya co) 1-«5—2,A1 (2.5) 
它 满足 


f(CAx) 一 入 2 一 (xy) 
A T-((x,fGDloxxs1!3éz Weierstrass 函数 的 图 像 , 则 (2. 
3) 式 的 曲线 工 如 图 2. 10 所 示 . 由 于 无 穷 项 求 和 导致 了 函数 具有 
精细 结构 ,而 且 处 处 不 存在 切线 ,因此 , 它 不 能 象 光滑 的 曲线 那样 ， 
可 以 用 经 典 的 微 积分 来 研究 . 它 也 不 象 前 三 节 那 些 分 形 集 ,局 部 与 
整体 是 严格 相似 
3 的 . 但 是 它 有 一 种 
自 仿 射 性 , 即 纵横 
- 两 个 方向 具有 不 同 
1 的 标 度 特性 . 正 因 
为 如 此 ,Weierst 一 
0 rass 曲线 维 数 的 研 
究 比 3$1 一 8$3 Pp 
的 分 形 集 更 困难 . 
对 于 (2. 4) 式 ， 
- Da GOD xis, ifi 5$ 5 
UC ———À——,—À-—, BPURERS A E 
未 见 到 . 对 (2.5) 式 
图 2.10 (2.3) 式 的 图 Tr Da) =s. 
如 今 , (2. 5) 式 已 推广 到 更 一 般 的 形式 
。21 。 


W()- 24370 —expGYOJexpe) * (2.6) 
APAD, 1<s <2, p 任意 . 这 一 函数 的 标 度 性 质 和 功率 谱 特性 
已 应 用 于 海底 地 形 剂 面 线 的 研究 . (2. 6) 称 为 Weierstrass 一 Man- 
. delbrot 函数 (简称 W. M eg fO. W. M 函数 已 由 Ausloos 和 
Berman 推广 到 多 变 元 . 

WO = Cna M 2; A, 27 (explikar 


cos (0— a, ))Jexp GPm.n ) Cko A)T? (2. 7) 
AP r AE, k EERO An 是 振幅 ,qm.s 是 位 相 ,as EE 
3k 75 18] fü. 选取 适当 的 参数 如 A, M,s 等 ， W(r) 的 图 象 为 分 形 曲 
面 ， 且 可 模拟 起 伏 不 平 的 地 表 | Wt(r) 的 图 的 维 数 Dn=s,2<s<3. 
还 有 其 它 类 型 的 连续 而 不 可 微 的 函数 . 比如 把 《2. 4) 式 中 的 
sinx 换 成 如 下 定义 的 分 段 函数 


x 0xcx«1 
g(4kd-x)—42—x 1xx«3 
P X-—À 3x:x« 4 


Fr ER LOS E XE S Ae hb Ps T eR- 连续 但 无 处 可 微 的 函数 还 有 
de Rham MX. | 


$5 填充 空间 的 曲线 


1890 年 ,意大利 数学 家 皮 亚 诺 (G. Pearo) 作 出 了 一 个 初 看 起 
来 甚至 以 为 是 悖 论 的 惊人 发 现 . 他 指出 ,存在 定义 于 实数 轴 上 闭 区 
间 的 连续 函数 将 区 间 映 满 平面 上 的 二 维 区 域 ， 如 正方 形 或 三 角形 ， 


这 类 映射 的 图 形 称 为 Peano 曲线 . 
。22 。 


Peano 曲线 有 多 种 变 体 , 我 们 这 里 介绍 较 简 单 的 一 个 , 它 以 正 

三 角形 为 象 . 这 条 充满 空间 的 曲线 是 一 系列 较 简 单 曲线 的 极限 . A 

是 沿 着 这 个 序列 前 进 ,序列 里 的 曲线 将 三 角形 填 上 的 部 分 就 愈 大 . 
设 入 表示 平面 上 边 长 为 二 分 之 一 的 正三 角形 . 按 下 述 方式 构 
造 出 一 序列 连续 映射 ,f， :[9.1] 一 全 .前 三 次 映射 如 图 2.11 所 示 . 
以 后 各 项 可 通过 选 


fon 
BOE IE. 
被 分 成 一 些 全 等 的 


fi0,1D 小 三 角形 . 曲线 在 

这 每 个 三 角形 内 的 

adop: 部 分 都 恰 如 的 

EE 像 , 即 通 过 三 角形 

” ”童心 连结 三 角形 项 

| XD. 点 的 一 条 折线 . 在 

向 下 一 步 过 渡 时 ， 

图 2.11 Pesto 曲线 构造 的 前 三 步 每 个 小 三 角形 又 被 等 

分 成 4 个 更 小 的 三 角形 ,并 引入 像 D, 的 像 那样 更 复杂 一 些 的 曲 

线 . 如 此 继续 不 断 地 将 正三 角形 分 小 ,f 的 像 就 逐步 扩大 了 人 内 被 

填 上 的 部 分 . 

对 于 ZU 内 的 两 点 x 、y ,d(x ,y) 表 示 它们 间 的 欧 氏 距 高 . 设 

n>m, MX ce [0,1], 可 以 找到 边 长 小 于 172" 的 一 个 三 角形 同时 

含有 所 (0) 与 和 (0 Bl dC, CO. COO CIL /27 8 V t€[0.1]À 

立 .这 说 明 函 数列 {f} 一 致 收敛 . 令 极限 映射 为 f:[0,1] 一 入 ,由 于 
V nof, EE LM EXER 

Fi f(0,1D — A. 由 于 对 Y nif, 的 像 到 人 内 任何 点 的 距 

离 不 超过 142". 设 x€E 信 ,x ERE 内 的 邻 域 为 U, 取 N 足够 大 ,使 

. 23 . 


得 以 x 为 中 心 ,1/2*-'! 为 半径 的 图 含 于 U ,并 且 取 toE [0,1] ,使 得 
dGc f C0 1/2". 因为 VY t€ [0,1] d s CO EGO) 1/2, TE 
用 三 角 不 等 式 得 到 dO fis 1/297. ix i88 £00 € ASBEAIS 
每 一 点 是 集合 fC([0,1]) 的 极限 点 . 由 拓扑 学 知 , 闭 集 的 连续 像 是 
闭 集 , 即 {(L0,1j) 是 A 的 闭 集 ,因此 必 包 含 它 所 有 的 极限 点 . 这 
就 是 说 f 的 像 为 整个 和信. 

从 曲线 的 构造 过 程 可 以 看 出 ,Peano 曲线 具有 与 Cantor 集 的 
几何 性 质 G2) 一 Gs) 类 似 的 性 质 ( 见 第 15 页 ) 但 它 不 具有 GO. 易 见 
它 具 有 一 定 相 似 性 ,但 不 是 严格 自 相似 的 . 此 外 ,Ge) 也 不 成 立 . 
Peano 曲线 有 非 空 的 内 部 ,其 勒 贝 格 测度 为 非 零 有 限 值 ,这 样 其 

=Dr=2. 

除 Peano 曲线 外 ,还 有 很 多 其 它 填充 平面 区 域 的 曲线 . 如 
Heighway 龙 , 它 填 充 一 个 平面 区 域 目 有 分 形 边 界 ,Hilbert 曲线 和 
Gosper 曲线 ,它们 填充 平面 上 的 一 个 正方 形 区 域 . 这 些 集 , 我 们 将 
在 第 四 章 介绍 ， 在 那里 我 们 还 可 以 看 到 其 它 一 些 坑 充 平 面 区 域 的 , 
曲线 . 


jc 有 面积 的 康 托 小 与 康 托 曲线 


在 第 一 章 ， 我 们 说 过 欧 几 里 德 (几何 原理 ) 的 美中不足 . Peano 
的 反例 正 是 基于 对 欧 氏 关于 维 数 ( 量 度 ) 的 推 项 而 得 出 的 . 它 告 
我 们 ， 定义 空间 的 维 数 时 应 十 分 小 心 、， 

欧 几 里 德 还 定义 曲线 为 “ "Ex. 这 当然 不 是 里 线 的 定义 ， 

而 只 是 曲线 的 直观 描述 . 下 述 康 托 曲 线 的 例子 说 明 这 个 描述 不 是 
良好 的 . 

先 构造 一 个 有 面积 的 康 托 侍 . 如 图 2. 12 所 示 ( 见 下 页 )， 取 单 
位 正方 形 AM A 割 去 一 个 十 字形 ， 十 字形 的 宽度 取得 使 十 字形 

24 。 


的 面积 等 于 1/4, 留 下 的 图 形 记 作 A. 从 A 的 每 个 小 正方 形 中 再 
” 制 去 十 字形 ,使 制 去 的 十 字形 面积 之 和 为 1/8, 留 下 的 16 个 小 正 
方形 记 为 Ar 从 As 的 每 个 小 正方 形 中 再 割 去 十 字形 ,使 制 去 的 面 
积 之 和 等 于 1/16, 等 等 . 设 A, 表示 经 过 第 n 步 手续 后 留 下 的 图 
形 ,第 n 步 割 去 的 十 字形 面积 之 和 为 1/2"". 设 A 表示 极限 图 形 ， 
E ACA R A= NZA. 因为 留 下 的 正方 形 越 来 越 小 , 故 图 
形 A 由 离散 的 点 组 成 . 即 A 是 康 托 尘 集 . 最 近 我 们 详细 地 研究 了 
这 一 尘 集 , 它 有 三 分 康 


[的 性 项 Go-6) 
ESSE 0009 Gaeo san 
gg po odaou ”看 , 它 是 严格 自 相 似 的 . 
Boog 器 器 CO OO 但 实际 上 , 它 没有 不 变 


DO OO 


的 相似 比 , 即 G,) 不 成 
立 .但 它 具 有 拟 自 相似 
TECLAS TUER 870. 另外 
对 应 于 Go) 的 性 质 也 不 
成 立 , 因 为 A AEK H 
贝 格 测度 (面积 ). 事实 


图 2.12 有 面积 的 Cantor 尘 ， 

构造 的 前 三 步 
上 ,A 的 面积 

BD —1— $, 1/211 —1/2 
为 区 别 于 前 几 节 的 分 形 集 ,A RERNE. 最 近 RITE A 的 构造 
扩充 成 平面 上 的 一 类 集合 A(k,o), 随 参数 k,o 的 变化 ,A (kK,o) 既 
包括 了 普通 的 ( 瘦 ) 分 形 , 又 包括 了 胖 分 形 . 再 将 ACC o HEIL x ot 
中 得 到 A(d,k,o). 我 们 计算 了 Al(d,k,o) 的 分 形 维 数 和 胖 分 形 指 
数 ,将 在 第 四 章 给 出 较 详细 的 论述 . 
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现在 来 作出 通过 集合 A 的 
全 部 点 的 简单 弧 , 如 图 2. 13 
所 示 . 先 取 包含 第 一 步 得 到 
的 四 个 正方 形 的 弯曲 长 条 ， 
然后 再 作 更 罕 更 碗 曲 的 长 
条 ,使 它 包含 A, 的 全 体 正 
方形 和 A 的 全 体 正方 形 ， 


等 等 . 
经 过 n 步 ,得 到 长 条 
(d) BoR 
图 2.13 Cantor 曲线 ,前 四 步 构 造 |». ACA,CBR,CE.., 


极限 图 形 B ZB. 由 于 ACB, AKA p OD ACA) — 1/2, Bl 
曲线 B 的 面积 不 小 于 1/2. 从 图 2.13 可 见 ,B 是 非常 曲折 的 曲线 . 
这 条 曲线 有 正 的 面积 ,不 能 说 是 “有 长 无 宽 . ”曲线 B 称 为 Cantor 
曲线 . 

这 条 曲线 B 有 类 似 于 Cantor £ A 的 性 质 , 即 有 Gs) 一 Gs) 成 
立 , 而 GD 和 Geo) 不 成 立 , 但 B 有 拟 自 相似 性 , B 也 是 一 胖 分 形 曲 
AR. 最 近 我 们 根据 A(k,o) ,按照 B 的 作法 ,构造 出 一 类 曲线 BGk， 
e). 并 讨论 了 它们 的 分 形 特征 . 计算 表明 ,BCk,o) 与 AU o BER 
的 分 维和 胖 分 形 指数 . . 


umma 


这 一 反例 仍然 来 自 欧 几 里 德 关 于 曲线 的 描述 . 欧 几 里 德 曾 说 ， 
曲线 是 “曲面 的 边界 ” 但 是 “边界 "概念 包含 着 很 多 意外 情况 . 人 们 
习惯 于 认为 ,在 平面 曲线 的 每 一 段 ,平面 “从 两 侧 " 与 它 相 邻 .' 例 媳 ， 
若 C 是 简单 闲 曲 线 , 则 由 C 决定 的 两 个 区 域 U RI V XE C 的 沿线 

。26 。 


到 处 与 它 相 邻 . 即 Y xEC, 不 论 在 离 x 多 近 的 地 方 ,都 有 区 域 U 和 
V 中 的 点 . “直观 上 以 为 很 明显 的 ”是 ,平面 曲线 不 会 是 平面 上 多 于 
两 个 区 域 的 共同 边界 ,这 些 区 域 在 曲线 的 沿线 到 处 都 与 它 相 邻 . 然 
而 直观 又 一 次 迷惑 了 我 们 . 日 本 数学 家 和 田 发 现 ,平面 上 存在 作为 
三 个 区 域 共同 边界 的 曲线 . 

”“ 设 有 被 海洋 环抱 的 陆地 , 它 上 面 有 两 个 湖 ; 暖 湖 和 冷 湖 . 为 了 


把 湖 里 和 海里 的 水 引 到 旱地 , 开 玄 运河 . 第 一 天 从 暖 湖 开 运 河 , 千 0 


它 不 与 海水 和 冷 湖 的 水 相通 且 早 地 的 点 到 暖 湖水 的 距离 不 大 于 
1. 第 二 天 从 冷 湖 开 运河 ,使 它 没有 一 处 与 海 . 暖 湖 或 早 一 天 所 开 的 
运河 相通 , 且 留 下 的 旱地 的 每 个 点 到 冷 湖 水 的 距离 不 大 于 1. 第 三 
天 按 同 样 的 要 求 从 海洋 开 运 河 . 

在 以 后 三 天 ,继续 延长 运河 ,使 留 下 的 旱地 的 每 个 点 到 两 湖水 
和 海水 的 距离 都 小 于 1/2. 再 以 后 三 天 ,运河 网 的 密度 扩充 到 使 任 
何 水 面 离 留 下 旱地 每 个 点 的 距离 不 大 于 1/4, 等 等 . 由 于 在 每 工作 
一 天 后 , 留 下 的 旱地 仍 连 成 一 片 , 因 此 可 以 在 下 一 天 用 更 稠密 的 运 
河 网 遍布 它 . 

在 极限 情形 我 们 得 到 的 是 这 样 的 暖 水 ,冷水 和 海水 网 ,它们 不 
在 任何 处 相 混 . 至 于 留 下 的 旱地, 它 已 经 是 “曲线 ”, 并 县 对 于 这 条 
曲线 的 任意 点 ,都 有 暖 水 、 冷 水 和 海水 接近 它 . 即 是 说 ,在 这 条 曲线 
的 整个 延伸 处 ,与 它 “ 邻 接 ” 的 都 有 三 个 区 域 海 连同 海水 运河 , 暧 
湖 连同 它 的 运河 以 及 冷 湖 连 同 它 的 运河 . 

至 今 还 没有 人 作出 和 田 曲线 的 图 形 ,但 我 们 可 以 肯定 和 田 曲 
线 不 是 光滑 的 规则 曲线 ,而 是 一 条 分 形 曲 线 . 从 其 构造 不 难 知道 ， 
它 具 有 类 似 于 G,) 一 Gs) 的 几何 性 质 . 它 具 有 某 种 自 相似 性 但 未 必 
是 严格 自 根 似 的 . 它 是 否 有 正 的 勒 贝 格 测度 也 尚 不 清楚 ,估计 它 有 
非 整数 的 分 维 . 若 能 作出 这 一 曲线 的 图 ,就 可 以 计算 出 它 的 盒 维 数 
(第 三 章 ). 我 们 犹 测 ,和 田 构造 类 似 于 流体 在 非 均 匀 介 质 中 产生 的 
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渗流 网 络 .这 一 猜测 可 根据 和 田 构造 的 规则 编制 算法 和 程序 ,用 四 
种 颜色 分 别 代表 旱地 ,海水 、 暖 湖 水 及 冷 湖水 ,通过 计算 机 作 图 来 
验证 . 估计 这 一 渗流 网 络 比 计算 机 产生 的 “粒子 随机 聚集 的 渗流 网 
络 ” 要 复杂 一 些 . 我 们 认为 :和 田 构 造 可 作为 非 均 质 地 层 中 油气 水 
三 相 渗流 的 分 形 模型 . 由 于 地 于 油气 水 处 于 高 温 高 压 状态 ,所 以 在 
水 驱 油 过 程 中 ,在 关 井 后 压力 恢复 曲线 处 理 中 都 可 能 遇 到 油气 水 


三 相 渗 流 .因此 ,这 一 分 形 模型 可 能 在 油田 开发 中 会 有 重要 应 用 . 


鉴于 此 ,和 田 构 迁 是 值得 深入 研究 的 . 这 部 分 包含 了 作者 的 推断 与 
猜测 ,很 多 有 意义 的 问题 有 待 进一步 研究 . 

至 此 ,我 们 已 经 介绍 了 来 自分 析 学 、 几 何 学 与 拓扑 学 中 的 部 分 
反例 . 由 函数 的 迭代 产生 的 “怪异 结构 我 们 将 在 第 五 章 介绍 .我 们 
看 到 ,这 些 所 谓 “ 病 态 ” 结 构 恰 与 自然 界 的 很 多 复杂 形态 ,如 雪花 、 
海岸 线 渗 流 等 不 谋 而 合 . 这 些 难以 想象 的 错综复杂 的 结构 不 仅仅 
是 数学 奇 本 ,它们 为 描绘 组 织 结构 形态 提供 了 一 种 极其 简洁 的 方 
NX LEE ES II 
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前 面 我 们 已 经 多 次 提 到 “分 形 ” 这 个 词 ， 但 一 直 未 对 它 的 意义 
给 予 说 明 . 在 有 了 一 些 直观 概念 和 准备 以 后 , 自然 要 对 这 一 新 的 概 
念 进行 系统 的 阐述 . 

“分 形 ” 这 个 词 最 早 由 部 柏林 失 英 文 “fractal” 译 来 , "fraetal" 
Mandelbrot 在 1975 年 从 拉丁 名 词 “fractus”( 英 语 里 同 源 词 为 
“fracture”, 意 为 断裂 、 碎 片 ) 和 英文 “fractional”( 意 为 部 分 ,分 数 ) 
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杜撰 出 来 的 一 个 新 词 , 以 命名 他 的 新 几 可 学 一 一 分 形 几何 学 (frac- 
tal geometry). 从 此 多 了 一 个 在 英文 词典 上 至 今 找 不 到 的 词语 . 我 
国 对 这 个 词 有 多 种 译 法 ,如 译 为 “ 断 片 "“ 裂 殖 体 ?>“ 碎 形 ”“ 分 数 
维 ” 或 不 译 而 直 称 “fractal” 等 ,更 多 的 译作 分 形 . 

对 分 形 的 定义 曾 进行 了 长 达 十 几 年 的 榨 索 ,也 出 现 了 很 多 的 
“定义 ”, 有 些 好 一 点 ,有 些 差 一 点 ,但 至 今 没有 一 个 完全 令 人 满意 
的 ,争论 也 不 少 . 

1975 年 ,Mandelbrot 对 分 形 给 出 尝试 性 定义 ;一 个 集合 下 
称 为 分 形 集 ,如 果 下 的 Hausdorff 维 DntF) 严 格 大 于 其 拓扑 维 数 
Dr(F), 即 Da(F) 汪 Dr《F). 但 是 有 很 多 集 ,它们 具有 分 形 集 的 若干 
特征 ,但 由 于 其 Du Dr 而 被 排除 在 分 形 几何 的 门 外 . Mandelbrot 
对 这 个 定义 也 越 来 越 不 满意 . 

1985 年 ,Taylor 和 Tricot 系统 地 研究 填充 维 数 以 后 ,认为 下 
述 对 分 形 集 的 定义 更 合理 . 

it ACD, D;CAY «Dg CA) —D&CA), 则 称 A 为 分 形 集 . 这 
里 DORR A 的 填充 维 数 . 

上 述 “ 定 义 ” 也 不 完全 令 人 满意 , 它 也 将 排除 一 些 具有 分 形 性 
质 的 集 .而且 这 一 “定义 ”本 身 要 求 的 东西 多 . 要 说 明 一 个 集合 是 分 
形 集 ,就 要 计算 其 拓扑 维 数 ,Hausdorff 维 数 和 填充 维 数 . 在 第 三 
章 我 们 将 看 到 ,集合 的 Hausdorff 维 数 计算 是 很 困难 的 ,而 填充 维 
数 的 计算 更 困难 . 因此 , 它 使 分 形 几何 的 理论 不 便 应 用 . 这 是 应 用 
科学 家 们 所 不 希望 的 . 

1986 年 ,Mandelbrot 又 给 出 分 形 的 下 述 定 义 . 

称 F 是 一 个 分 形 集 ,如 果 下 的 局 部 以 某 种 方式 与 整体 相似 . 

这 一 “定义 ”体现 了 数学 上 大 多 数 “奇异 ”集合 的 特征 . 尤其 是 ， 
抓 住 了 自然 界 中 很 多 现象 和 形态 或 组 织 结构 在 尺度 变换 方面 表现 
出 的 对 称 性 . 这 一 “定义 ”使 物理 学 家 和 其 它 领 域 的 科学 家 们 感到 

P 29 " 


非常 高 兴 . 他 们 很 容易 找到 他 们 所 熟悉 的 领域 中 很 多 对 象 在 形态 、 
组 织 结构 时间、 能 量 . 信 息 等 诸 方面 表现 出 的 某 种 相似 性 . 这 可 将 
分 形 几 何 理论 升华 为 自然 科学 的 方法 论 一 一 分 形 理论 . 而 且 能 用 
分 形 理论 或 定性 或 定量 地 描述 和 解决 他 们 的 具体 问题 . 因此 这 一 
“定义 ”有 利于 分 形 应 用 的 发 展 . 我 们 认为 ,Mandelbrot 的 这 一 “ 定 
义 ” 也 不 是 分 形 集 的 精确 定义 . 从 数学 的 角度 来 讲 , 对 一 客观 存在 
的 对 象 的 定义 ,除了 能 描述 对 象 的 特征 以 外 ,还 应 具有 唯一 性 ( 即 
不 能 有 两 个 本 质 不 同 的 对 象 合乎 这 一 定义 ) 和 确定 性 ( 即 不 能 使 同 
一 对 象 从 某 一 方面 说 符合 这 一 定义 ,而 从 另 一 方面 说 又 不 符合 这 
一 定义 ). 而 “以 某 种 方式 ”似乎 含有 不 确定 性 因素 ,此 外 它 也 将 排 
除 有 些 螺 线 可 作为 分 形 集 的 情形 . 因为 螺 线 的 局 部 未 必 和 整 体 有 
相似 性 . 

1985 年 ,Falconer 在 他 的 著作 中 从 几何 特征 方面 给 出 分 形 集 
的 描述 ;分 形 集 的 几何 特征 主要 在 两 个 方面 . 其 一 是 这 种 集合 在 其 
几乎 每 一 点 的 每 一 个 邻 域 里 ,点 的 分 布 是 零落 散乱 朴 稠 无 规 的 ;其 
二 是 这 种 集合 在 其 几乎 每 一 点 是 没有 切线 的 . 但 对 于 某 些 螺 线 ,由 
于 其 光滑 性 而 不 具备 上 述 几何 特征 ,然而 也 可 以 认为 是 分 形 的 . 

1989 年 ,Falconer 再 一 次 在 他 的 著作 中 提出 ,对 分 形 可 以 用 
生物 中 对 “生命 ”定义 的 同样 方法 处 理 . 即 把 分 形 看 成 是 具有 某 些 
性 质 的 集合 ,而 不 去 寻找 精确 的 定义 , 严格 的 定义 几乎 总 要 排除 掉 
一 些 有 趣 的 情形 . 从 数学 家 的 观点 看 来 ,这 样 处 理 并 不 是 什么 坏 
事 .数学 上 也 不 乏 未 予定 义 而 只 能 描述 的 对 象 的 先例 . 比如 集合 本 
身 就 是 未 于 定义 而 只 能 描述 的 一 个 词 . 混沌 也 是 一 样 ,现在 不 论 是 
数学 家 还 是 物理 学 家 和 其 它 科学 家 ,都 在 热烈 地 讨论 和 使 用 这 一 
概念 ,至今 也 没有 一 个 统一 的 定义 . Falconer 提出 如 下 描述 

称 集 下 是 分 形 ; 即 认为 它 具 有 如 下 上 典型 性 质 ， 

CDF 具有 精细 结构 , 即 有 任意 小 比例 的 细节 . 
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C EF 是 如 此 的 不 规则 ,以 至 它 的 局 部 和 整体 都 不 能 用 传统 
的 几何 语言 来 描述 ， 

COF 通常 有 某 种 自 相似 的 形式 ,可 能 是 近似 的 或 是 统计 的 . 

(CN ) 一 般 地 ,F 的 “分 形 维 数 ”( 以 某 种 方式 定义 ) 大 于 它 的 拓 
E I 

(V ) 在 大 多 数 令 人 感 兴趣 的 情形 下 ,F 以 非常 简单 的 方法 定 
义 , 可 能 由 迭代 产生 ， 

自然 界 中 并 没有 像 数 学 中 描述 的 那 种 真正 的 分 形 . 但 是 自然 
界 中 的 形态 ,在 一 定 尺度 范围 内 近似 地 或 统计 地 表现 出 上 述 特征 
或 性 质 . 而 且 还 未 必 都 是 形态 ,可 以 是 自然 界 的 实际 对 象 或 经 济 、 
社会 领域 中 的 某 些 系统 在 能 量 , 质 量 、 信 息 . 时 间或 其 它 物 理 量 方 
面 显示 出 这 些 特征 . 把 这 些 复杂 的 对 象 或 系统 近似 地 看 成 分 形 ,从 
而 用 分 形 几 何 的 语言 或 维 数 来 描述 这 些 对 象 已 取得 了 较 好 的 效 
果 , 正 如 Mandelbrot 所 写 到 的 那样 ; 

“科学 家 发 现 他 们 以 前 必须 称 为 粒状 、 流 体 状 .中 间 状 、 上 丘疹 
R RRR BRRR ERR ARR RLR FHR RER, K 
状 、 折 皱 状 等 不 少 形状 从 今 以 后 能 以 严格 的 和 强 有 力 的 定量 方法 


” 加 以 处 理 , 对 此 他 们 将 会 惊喜 不 已 . 


数学 家 发 现 那些 至 今 为 止 认 为 奇异 的 (分 形 ) 集 在 某 种 意义 上 
说 应 该 是 规则 的 . 被 认为 是 病态 的 结构 应 该 自然 而 然 地 从 非常 具 
体 的 问题 中 演化 出 来 . 对 于 大 自然 的 研究 应 该 有 助 于 解决 一 些 老 
问题 和 产生 如 此 之 多 的 新 闻 题 ,对 此 他 们 将 会 惊喜 不 已 .” 
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维 数 是 刻画 集合 的 一 个 重要 量度 . 从 不 同 的 观点 可 以 给 出 集 


合 不 同 的 维 数 . 本 章 将 介绍 相似 维 数 、Hausdorff 维 数 、 盒 维 数 等 
等 . 它们 都 能 定量 地 刻画 分 形 集 的 复杂 程度 且 可 以 取 分 数 . 有 时 我 
们 将 分 形 集 的 各 种 维 数 统称 为 分 形 维 或 分 维 ( 有 些 作 者 称 为 分 数 
维 、 细 心 的 读者 将 会 发 现 这 两 种 称呼 的 差别 ). 当 集合 成 为 规则 集 
时 ,各 种 分 维 都 与 拓扑 维 一 致 且 取 整 数 . 


81 相似 维 数 


欧 氏 维 数 与 拓扑 维 数 的 特点 是 集合 的 维 数 取 整数 . 我 们 已 看 
到 , 它 不 能 对 Cantor £ Koth 曲线 和 Sierpinski 地 毯 等 一 类 集合 
提供 好 的 刻画 . 因此 有 必要 引入 新 的 维 数 ,并 将 其 维 数值 拓 广 到 分 
数 . 实际 上 , 早 在 1919 年 ,德国 大 数学 家 Hausdorff 就 提出 了 这 一 
思想 . ` 
基于 对 图 形 特 征 的 下 述 描述 ,可 以 提出 相似 维 数 ， 
像 Cantor 全 .Koch 曲线 .Sierpinski 地 毯 和 垫 这 样 的 集合 ,其 
任 一 局 部 的 形状 与 整体 是 相似 的 . 即 只 要 将 每 一 个 局 部 放大 一 定 ， 
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倍数 就 可 得 到 与 整体 -- 致 的 图 形 . 这 种 集 称 作 自 相似 集 . 下 章 我 们 
将 给 出 其 数学 描述 ,对 这 类 自 相 似 集 可 络 出 相似 维 数 . 
若 一 个 集 F 由 m 个 与 它 相 似 的 部 分 组 成 且 相 似 比 为 r, 则 认 
为 下 具有 相似 维 数 
D,— —logm/logr 
按照 这 一 定义 ,直线 段 的 维 数 为 1. 事实 上 ,一 条 直线 段 可 看 成 由 
与 它 相似 的 4 个 比例 系数 为 1/4 的 相似 形 组 成 , 维 数 D. — —10g4/ 


log 于 一 1 而 一 个 正方 形 由 4 个 比例 系数 为 1/2 的 与 之 相似 的 正 


方形 组 成 , 维 数 D, 一 一 log4/log 去 一 2. 同样 ,Cantor 尘 可 看 成 4 
个 相似 比 为 1/9( 或 2 个 相似 比 为 1/3) 的 部 分 组 成 , 则 D. = — 


log4/log +=log2/log3. 而 Koch 曲线 由 4 个 相似 比 为 1/3(16 个 
相似 比 为 1/90 85 HR, D. = log4/1og3. Sierpinski 地 毯 ,由 8 
个 相似 比 为 1/3 P1882) 2H C «D, — Dog 8/1og 3. 而 垫 由 3 个 相似 比 为 
1/2 的 部 分 构成 ,D, 一 log3/log2. 

在 新 的 维 数 观 点 下 ,我 们 已 看 到 ,通常 的 那些 正则 集 ,其 维 数 
为 整数 而 对 于 第 二 章 描述 的 奇异 集合 ,其 维 数 都 是 分 数 . 现在 有 
了 分 数 维 ,将 科 契 曲线 作为 log4/log3=1. 262 维 的 曲线 . 前 两 章 
关于 海岸 线 和 科 契 曲线 长 度 测量 的 讨论 说 明 , 用 直 尺 来 量 它们 , 当 
尺度 ->0 时, 量 值 为 co. 这 是 因为 量 斥 的 维 数 与 海岸 线 的 维 数 不 一 
臻 .这 道理 很 简单 ,用 正方 形 去 量 线段 的 面积 ,结果 肯定 为 0, 而 用 
线段 去 量 正 方形 的 长 度 , 结 果 必 为 co. 直 尺 的 维 数 为 1, 去 量 1. 262 
维 的 海岸 线 或 Koch 曲线 ,结果 也 为 co. 设想 用 1. 262 维 的 尺子 来 
ii Koch 曲线 ,在 弧 微分 情形 ,也 会 量 得 有 限 “长 度 ” 事实 上 ,这 时 
Koch HRH “KE” = $j 43- 中 = 二 4/ (32 一 人， 同 理 ， 用 约 
Hi 26 的 尺子 去 量 英国 海岸 线 ， 即 使 小 到 原子 尺度 ， 也 不 会 量 
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出 天 文 数字 而 为 有 限 值 .但 是 ,这 种 长 度 并 不 是 欧 氏 意义 下 的 普通 
长 度 , 而 是 从 长 度 推广 来 的 一 种 测度 . 实际 上 它 就 是 Hausdorff W 
H. 
集合 的 维 数 基本 上 刻画 了 集合 的 整体 复杂 程度 和 占据 空间 的 
规模 . 从 对 图 形 作 更 细致 的 分 类 这 一 点 上 说 ,相似 维 数 似乎 比 欧 氏 
维 数 和 拓扑 维 数 都 要 好 些 . 但 遗憾 的 是 ,相似 维 数 只 对 严格 自 相似 
的 这 一 小 类 集 有 意义 ,比如 产生 Cantor 有 曲线 的 尘 集 , 虽 从 图 形 的 
形状 上 看 局 部 与 整体 有 一 定 相似 性 ,但 A 与 At 之 间 的 相似 比 
与 k 有 关 而 不 是 常数 ,相似 维 数 对 它 就 无 效 了 . 这 类 集 实际 上 并 非 
严格 的 自 相似 集 . 但 它 具 有 “ 拟 自 相似 性 ”. 即 这 个 集 的 任意 小 的 部 
分 可 以 放大 ,然后 平滑 地 变形 使 之 与 较 大 的 部 分 相似 , 拟 自 相似 的 
严格 定义 留待 第 五 章 给 出 。 | 

为 了 刻画 更 广泛 的 集 类 ,需要 引入 更 具 一 般 性 的 维 数 ,Haus- 
dorff 维 数 正 是 这 样 的 一 种 维 数 . 


32 豪 斯 道夫 测度 和 维 数 
豪 斯 道夫 (Hausdorff) 维 数 具 有 对 任何 集 有 意义 的 优点 ,而 且 
可 能 是 数学 理论 上 最 重要 的 一 种 维 数 . 但 是 在 很 多 情形 下 很 难 计 
算 或 估计 它 的 值 .所 以 ,目前 豪 斯 道夫 维 数 还 难以 应 用 ,但 妄 理解 
分 形 的 数学 机 理 , 有 必要 了 解 罕 斯 道夫 测度 和 维 数 . 本 节 我 们 对 豪 
斯 道夫 测度 和 维 数 的 概念 ,性质 作 较 详细 介绍 ,但 其 证 明 略 去 , 它 
可 在 Falconer 的 书 中 找到 . 
— 豪 斯 道夫 测度 
豪 斯 道夫 维 数 可 以 对 一 般 度量 空间 的 子 集 定义 .因而 可 以 定 
义 在 黎 受 流 形 上 . 这 里 只 考虑 n 维 欧 氏 空间 天 ,其 一 子 集 可 的 真 ， 
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lU | supl || x—y ll Ix:y € UJ (3. 1) 
一 子 集 族 1U;) 《有限 或 可 数 } 称 为 男 一 集合 的 一 个 5 一 复 盖 ,如 
果 FCUiiU; 且 对 每 一 i, 都 有 0< |U; <8. 
RF 为 统 " 中 任 一 子 集 ,s 为 一 非 负 实数 ,对 Y 8>0, 定 义 


HiP =inf{ 24 JU. (U) F ff 9— 83) (3. 2) 
TdE E BU BT OR FAIMS.JF AI SEG s 
次 寡 的 和 达到 最 小 . 当 5 减 小 时 ,(3.2) 式 中 能 复 盖 F 的 集 类 是 减 
少 的 ,所 以 下 确 界 Hi(F) 随 着 增加 ,而 且 当 3-~0 时 , 趋 于 一 极限 ， 
记 

H*(F) =—limHi(F) (3. 3) 
V FC,H'(F) 存 在 ,但 可 以 为 0 或 co,H:(F) 称 为 F lf s— EXE 
斯 道夫 测度 . 可 以 证 明 HP 为 一 测度 是 具有 如 下 性 质 

1) H'(9)—0,0 表示 空 集 ; 

I»? ECF, i) HESH (F); 

E) 设 {Fi} 为 可 数 的 不 交 Borel 集 序列 , 则 


Hz,F)- DHF). O BA 
豪 斯 道夫 测度 是 长 度 . 面 积 ,体积 等 类 似 概 念 的 推广 ,也 是 勒 
贝 格 测度 的 推广 . 当 s 为 一 整数 n 时 ,H"(F) 与 F 的 n 维 勒 贝 格 测 
E L"(F) 相 差 一 个 常数 倍 . 更 准确 地 说 ,着 下 是 A 中 Borl 子 集 ， 
a | | | 
H'(F) -C.L^CF) (0 (8.5) 
E SAERECC, mni /2 C1 
即 直径 为 1 的 n 维 球 的 体积 ， 比 如 对 oo 中 “好 的 ” 低 维 子 集 ， 
H' (MÆ F 中 点 的 数目 .车 下 分 别 为 光滑 曲面 .通常 三 维 体 、m HE 
光滑 流 形 , 则 
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H' (F) —Lenth(F) 
HAC) — xX Aera (F) 


HX) — xX Vol (F) 

H" (F) 2C, X Vol” (F) 

长 度 ,面积 和 体积 的 比例 性 质 : 当 长 度 放大 入 倍 时 ,曲线 长 度 
放大 入 倍 .平面 区 域 的 面积 放大 祖 倍 ,3 维 物体 的 体积 放大 入 倍 ， 
由 此 可 以 预料 ,s 维 豪 斯 道夫 测度 放大 倍 , 即 有 

命题 3. 1 车 FC&%%',X3>>0, 则 

H*OQP) -XHC) (3. 6) 
这 里 AF- (Ax|xEF) 为 一 集 , 即 将 下 按 比 例 放 大 了 入 倍 . 

WARN fF FEROA a 的 起 德尔 (CH o lder) 条 件 ， 

部 对 常数 c 盖 0, 和 ma>0, 有 


I| EGO =E) l| el xy I" (3. 7) 
则 了 下 与 它 的 像 集 的 豪 斯 道夫 测度 有 下 述 关系 
H'*(6F)) Ee HEF) (3. 8) 


条 件 (3.7) 是 使 f 连续 的 条 件 . 这 时 称 f 是 H o Ider 连续 的 ， 
其 指数 为 a. 特别 在 a 二 1 时 l 
lfG0 —f60 [| xiclix—-y ll (xyEE) (3.9) 


Xit f KAE AS ZE(RO. S. Lipschitz Et, di (3. 8) 
HC eH'E) (3. 10) 


由 中 值 定理 和 (3.9) 立 即 可 得 ,任何 具有 有 界 导 数 的 可 微 映 射 都 是 
李 下 希 兹 映射 . 若 上 是 保 长 映射 , 即 | f(x? 一 Koy) | = Hx —y |， 
则 H'CCE)) — H'CO. 由 此 知道 , 豪 斯 道夫 测度 在 刚体 运动 书 保 持 
不 变 .。 
二 . 豪 斯 道夫 维 才 四 
从 (3.2) 易 见 ,对 给 定 的 F 和 5<1,H;(F) 对 s 不 增 . 由 (3. 3) 
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H'CE) 也 不 增 . 对 下 的 8 一 复 善 {Ui) 和 COS 易 推 得 CU 


2) u< 2210 (.1D 
对 所 有 的 6 一 复 盖 取 下 确 界 得 到 
HC) <S HF) (3. 12) 
4 8-70 并 设 HE(F) 为 有 限 值 , 则 从 (3. 12) 得 
0 d Us 
H(F)—4H* (F) 为 有 限 值  #t=s 
oo Tites 


例如 , 设 下 是 一 有 界 的 光滑 曲面 , 则 
Hz(CF) 一 二 xzXAera(F) 
H(F)—oo  0xisc2 
H'(F)-—0 2« s«Coo 
即 HGF)? 关 于 不 同 的 s, 存 在 一 个 使 H'CFO JA oo BEEK RI 0 的 唯一 临 
界 值 s, 这 个 临界 值 so 称 为 下 的 豪 斯 道夫 维 数 , 记 作 DaF). 精确 
D4(F)—inf {s |IHY(F) —0) =sup {s |H' (F) o9) (3.13) 
所 以 有 
H (F) =% 车 0 过 s<DkCF) 
0<H'(F)<oo # s—Da(CF) (3. 14) 
H' (F) =0 dr Da (C) «s <% 
满足 (3. 14) 第 二 个 条 件 的 Borel 集 称 作 s — 8. 
豪 斯 道夫 维 数 满足 下 述 性 质 
10 gp FOX 9C 中 的 开 集 , 则 Da (F2 n; 
DI) 若 下 为 统 " 中 的 光滑 m 维 流 形 , 则 D«(O m; 
由 此 可 知 A 中 光滑 曲线 Da CIO — 1 628 f Ei Da P= 2 3X 
也 可 以 从 豪 斯 道夫 测度 与 勒 贝 格 测度 之 间 的 关系 得 到 . 
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1) 单调 性 . 若 ECE, 则 Da CE) D4GO; 
N) 可 数 稳定 性 . 若 人 {Ff,} 为 一 可 数 集 序列 , 则 
Da( UF) = Sup {Du FD |1<i<o0); 

V) 车 下 是 可 数 集 , 则 Du(F)==0. 

在 构造 康 托 曲线 时 所 得 的 康 托 尘 , 具 有 正 的 2 维 勒 贝 格 测度 ， 
由 (3.5), 它 也 有 正 的 有 限 值 的 2 维 豪 斯 道夫 测度 , 由 定义 ,其 豪 斯 
道夫 维 数 为 2. 由 单调 性 1 , 康 托 曲 线 的 之 斯 道夫 维 数 也 为 2. 

对 给 定 下 ,Dn(F) 为 定 值 ,HCF) 也 为 定 值 . 若 下 为 严格 自 
相似 的 , 设 F 由 个 与 自身 相似 的 部 分 组 成 ,相似 比 为 A. 将 FF 沿 
每 个 独立 方向 放大 入 售 , 由 自 相 似 的 性 质 ,H? /H (F) =k. 由 
(3. 6), 对 严格 自 相似 集 下 ,其 豪 斯 道夫 维 数 满足 k 二 Xn", 由 此 得 

Da (F) —logk/logA (3. 15) 
简单 计算 知 , 三 分 康 托 集 的 Di —10g2/1og3 , EE S2 illl £& Dn 一 log4/ 
log3 , 谢 尔 品 斯 基地 毯 Da=log8/iog3, 垫 Ds 二 log3/log2, 即 严格 
自 相似 集 的 豪 斯 道夫 维 数 与 相似 维 数 相 等 ， 

在 满足 一 定 条 件 的 映射 上 下,F 及 其 像 fGF)? 的 豪 斯 道夫 维 数 
有 如 下 关系 . . 

命题 3.2 设 FCR",f;F 一 FR" WE Holder 条 件 (3.7), 则 

Dau({(F)<Da(F)/a 
命题 3.3 DELFA 为 李 卜 希 效 映射 , 则 
Du GO) s DaG). 
I E LFA" HRE hA G, Ep 
e&lx—-yl sltGo—fGO iSc lyi Cx,yEF) 
: (3. 16) 
这 里 0e eoo, JM Da C) — D&CP). 

上 述 命题 说 明 豪 斯 道夫 维 数 是 双 李 卜 希 兹 变换 下 的 不 变量 . 

它 说 明 , 车 两 集 有 不 同 的 豪 斯 道夫 维 数 , 则 两 集 之 间 不 存在 双 李 下 
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希 兹 映射 . 因此 可 以 看 到 豪 斯 道夫 维 数 在 分 形 几 何 理论 中 的 重要 
性 就 好 像 拓扑 学 中 的 “拓扑 不 变量 ”一 样 . 拓扑 学 中 , 若 两 个 集 之 间 
存在 同 胚 映射 , 则 在 拓扑 等 价 的 意义 下 认为 是 “同一 ”的 . 在 分 形 几 
何 中 , 同 祥 地 可 以 认为 车 两 集 之 间 存 在 双 李 卜 希 葡 映射 , 则 它们 是 
“同一 ”的 . 拓扑 中 求证 两 个 集 拓 扑 等 价 ,就 要 想法 作出 两 个 集 之 间 
Ris [e] Hf. 但 要 求证 两 集 不 同 胚 ,不 可 能 将 两 个 集 之 间 的 所 有 了 映 
射 拿 来 检验 看 它们 是 否 同 胚 ,而 是 借助 于 “不 变量 ” 不 变量 可 以 是 
某 种 几何 性 质 , 也 可 以 是 数 , 如 Euler — Poincare 示 性 数 . 也 可 以 是 
代数 系统 ,如同 伦 群 .同调 群 . 若 求 出 的 不 变量 不 一 样 ,就 可 以 证 实 
Wi zs pa] A I] Bt. 同 理 , 在 分 形 几何 中 ,可 以 选取 包括 维 数 这 样 的 参 
数 来 区 分 非 双 李 卜 希 兹 等 价 的 集 ,而 且 豪 斯 道夫 维 数 比 拓扑 参数 
提供 了 更 多 的 信息 , 它 提供 了 分 形 之 间 更 进一步 的 特征 区 别 . 

命题 3.4 设 FCG'", 若 Dn(F)< 之 1, 则 F 是 完全 不 连通 的 

这 一 命题 的 条 件 Da(F) 达 1 是 充分 但 不 是 必要 的 ,在 第 一 章 
给 出 的 产生 Cantor 曲线 的 尘 集 Ds 二 2, 但 它 是 完全 不 连通 的 . 

豪 斯 道夫 维 数 的 定义 似乎 提供 了 计算 方法 ,但 是 按 定 义 来 计 
算 维 数 是 相当 困难 的 . 我 们 看 到 ,为 了 计算 集 F 的 维 数 ,要 考虑 集 
F 的 各 种 各 样 的 3 一 复 盖 ,这 个 集 类 是 很 宽 的 . 然后 从 这 些 复 盖 中 
选 出 最 好 的 复 盖 即 下 确 界 . 即使 找到 了 好 的 复 盖 ,还 要 估计 出 在 直 
BERRY FEO 下 ,测度 HE) 收 剑 于 正 的 有 限 值 ， 
也 就 是 要 估计 出 H'(F)? 的 上 下 界 ,而 下 界 的 估计 往往 是 非常 困难 
的 . . 

即使 像 三 分 康 托 集 那样 最 简单 的 分 形 集 , 其 豪 斯 道夫 维 数 的 
严格 计算 也 非 易 事 . 对 于 这 类 严格 自 相似 的 集 ,可 用 (3. 60 8X, Fal- 
coner 所 谓 的 “启发 式 计算 ” 最 不 是 很 严格 的 ,但 往往 求 出 的 就 是 
这 类 集 的 豪 斯 道夫 维 数 的 正确 值 . 

定义 实际 上 并 未 给 出 计算 维 数 的 有 效 方法 ,寻找 简便 有 效 面 
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又 严格 的 计算 任意 下 的 豪 斯 道夫 维 数 的 技巧 与 方法 ,是 分 形 几何 
理论 工作 者 和 应 用 科学 家 急切 期 待 解决 的 . 

考虑 下 的 任意 可 列 5 一 复 盖 (U;} ,选取 的 集 类 较 大 . 选用 较 小 
的 集 类 ,比如 只 用 可 数 球 序列 ,可 数 开 集 或 闭 集 序列 来 作 F 的 3- 
复 盖 ,可 以 得 到 与 豪 斯 道夫 维 数 等 价 的 定义 ， 但 是 维 数 计算 的 方法 
并 未 获得 实质 性 进展 . 

为 了 理论 研究 需要 和 其 它 目 的 ， 还 可 引入 网 测度 和 维 数 函数 
(可 参考 Falconer 的 著作 . ). 

豪 斯 道夫 维 数 的 计算 如 此 困难 ,应 用 科学 家 们 想 借 助 于 这 一 : 
维 数 来 描述 自然 界 复杂 形态 的 几何 特征 ,也 只 能 望 而 兴 叹 了 . 因此 
还 有 待 于 引入 其 它 维 数 ， AHER Box Counting dimension) 就 是 
其 中 之 一 . 


盒 维 数 是 应 用 最 广泛 的 维 数 之 一 . 这 种 维 数 的 计算 及 经 验 估 
计 相 对 容易 些 . 它 有 很 多 种 称呼 ,如 Kolmogorov 维 数 ,容量 维 数 
和 等 i HE VM 
设 FCÓP 为 任意 非 空 有 界 集 . 用 N (3,F) 表 示 复 盖 集 F 所 需 
直径 最 大 为 3 的 集 的 最 少数 目 ,F 的 上 、 下 盒 维 数 定义 为 。 


De) lm ONOR — Gan 
-8—0 — logó 


logN G, F) 


(3.18) 
车 Ds(F)= Ds(F), 则 称 其 公共 值 为 下 的 盒 维 数 . 记 作 
D&(F)-limloggNQ,F)/—logà. ——— (Q9 
定义 中 所 用 的 à- 复 盖 仍 是 一 个 一 般 的 集 类 . 为 应 y 用 上 的 方 
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便 , 可 以 根据 问题 需要 选取 各 种 不 同 的 特殊 集 类 作为 AA.. 
定义 是 等 价 的 ,比如 N(3,F)? 可 以 是 下 列 之 一 : 

L0 F 的 半径 为 8 的 最 少 闭 球 数 ， 

DAR F 的 边 长 为 ;的 最 少 立 方 体 个 数 ， 

1255 F 相交 的 3 一 坐标 网 立方 体 的 个 数 ， 

W ) 复 盖 F 的 直径 最 大 为 8 的 集 的 最 少 个 数 ， 

V ) 球 心 在 F 上 ,半径 为 8 的 互 不 相交 的 球 的 最 多 个 数 . 

R 中 的 8- 坐 标 网 立方 体 , 基 形 如 


[ lima, 02-08] | (3. 20) 


的 立方 体 .记号 “| ] ”表示 n tre RARE m.m WER 
数 . 在 90 RR 中 ,(3. 20) 表 示 长 为 8 的 区 间 , 边 长 为 8 的 正方 
形 , 楼 长 为 8 的 立方 块 . 设 N' (0G,F) 表 示 -坐标 网 立方 体 与 F 相交 
的 个 数 ,显然 ,这 是 N'(8,F) 个 直径 为 6 V5 的 复 盖 下 的 集 类 , 因 
此 
NG vn ,FO«xN'(,F) . 
NG Vn ,F) 表 示 上 述 N ) 对 应 的 数目 . 若 ?3 Vn <1, 则 
logN(S n, F) logN' (8, F) 
—log(8 Vn) — log Vn —logó 
4 8—0, HERRE, 下 极限 ,有 
D,CF)«limlogN' (8$,F)/—logó (3.20 


Ds(F) «limlogN' G,F)/—logà (3. 22) 
另 一 方面 ,任何 直径 最 大 为 8 的 集合 包含 在 3 个 边 长 为 8 的 网 立 
方 体内 ( 即 由 包含 这 个 集 的 一 些 点 的 一 个 立方 体 以 及 与 此 立方 体 
相 邻 的 全 部 立方 体 组 成 ). 因此 
N'(G,F) à NG,F) 
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取 对 数 再 取 极 限 可 以 得 到 与 (3. 21) 0 (3. 22) 反 向 的 不 等 式 . 这 证 
明了 下 ) 与 N ) 的 等 价 性 . 1 )、I ) 和 W) 的 等 价 性 是 显然 的 . 仍 设 
N (3,F) 表 示 由 V ) 对 应 的 数 ,N COE) REN ) 对 详 的 数 , 则 可 求 出 
N' (3,F)<N(3,F). 取 对 数 与 极限 就 得 到 ) 与 Y ) 的 等 价 性 . 
f ERES I.N 给 出 了 计算 它 的 一 个 有 效 且 简便 的 方 
法 ,因此 广泛 地 用 于 处 理 实际 问题 . 比如 计算 一 个 平面 集 的 盒 维 
数 , 可 以 构造 一 些 边 长 为 8 的 正方 形 (盒子 ) ,然后 计算 不 同 8 值 的 
“盒子 "与 下 相交 的 个 数 N (6,F),( 盒 维 数 由 此 得 名 ) ,这 个 维 数 是 
当 8>0 时,N(8,F) 增 加 的 对 数 速 率 .应 用 中 由 logN (8,F) 相 对 于 
—log8 的 图 在 无 标 度 区 内 直线 的 斜率 值 来 估计 ， 
定义 下 ) 给 出 了 盒 维 数 定义 的 一 个 解释 . 与 集 F 相交 的 边 长 
为 8 的 网 立方 体 的 个 数 正 好 表示 这 个 集 是 如 何 展开 的 . 维 数 反映 
TH 8->0 时 集合 的 不 规则 性 是 如 何 迅速 表现 出 来 的 ，， 
Minkowski 容 度 也 可 推广 到 分 数 维 . 它 的 定义 虽然 形式 上 与 
盒 维 数 不 同 ,但 二 者 亦 是 等 价 的 ,集合 
s= {xE A| [xy | <8,y EF} (3. 23) 
称 作 集 的 Minkowski“ E” (Sausage). 之 所 以 这 样 称呼 ,是 因 
为 当 F 为 2C 中 一 条 简单 弧 时 , 则 F。 AR FA”. #4 0B 
Fs 的 n 维 体积 收 缩 的 速度 . FCA, F AR F 是 体 
积 Vol FJ — 3b? 的 闭 球 ;若是 长 度 为 1 的 线段 , 则 下 RR“ 
m”. H VoF p~r; H FEREN a BUE XXI E, 是 下 的 
— MUR, VAF D — 228. 在 这 三 种 情况 下 ,都 有 Vol Fa) —c87 s 为 
整数 是 下 的 维 数 ,所 以 5 的 指数 是 维 数 的 标志 .而 的 系数 c 称 
为 Minkowski 容量 , 即 相应 集 的 长 度 .面积 和 体积 的 量度 、 
1928 年 ,G. Bouligand 把 上 述 思 想 平行 地 移动 到 不 规则 集 与 
分 数 维 , 亦 称 作 Bouligand 维 数 , 记 作 De CF). E FC 92, p A 
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常数 s, 当 5->0 时 ,如 果 Vol*(Fs)/8"* 趋 于 正 的 常数 , 则 Dac 定义 
为 . 

Du =inf{s llimd" Vol (Fs) —0) 

—sup! ts [Him "Vol" CF, ) 一 co ). (3. 24) 
由 于 Da; Z2 Di BR Des 是 比 豪 斯 道夫 维 数 更 细 的 维 数 ,用 Dsc 可 以 
将 螺 线 作 很 好 的 分 类 . LER AX p= (12-00 7* Des — max (1,2C13- 
a) ) .而 螺 线 o 王 Hog(20 二 1) 二 :与 p= (13-00 B] Dac 2: 8U S 2 
和 1 ,前 考 缓 慢 地 趋 于 0, 而 后 者 迅速 地 趋 于 0, 即 前 者 有 填 满 原点 
邻 域 的 能 力 . 由 于 这 些 曲线 的 光滑 性 ,Ds 二 Dr=1, 它 们 不 能 对 蜡 
线 进行 分 类 ,而 Das 则 较 好 地 刻画 了 螺 线 收 僵 于 0 或 填 满 原点 的 
REJ. 

但 是 Minkowski 容 度 这 个 用 起 来 较 少 限制 的 概念 ,因为 在 不 
交集 上 它 不 必 满 足 可 加 性 ,因此 它 不 是 测度 ,其 至 这 个 极限 不 存在 
时 ,也 可 以 求 5 的 临界 指数 . 这 个 结果 与 盒 维 数 有 关 . 下 述 命题 说 
Hj, Minkowski 容 度 与 盒 维 数 等 价 . 因此 , 盒 维 数 有 时 被 称 为 
Minkowski 维 数 . 
命题 3.5 EFOR, F 0C. 23) EX, W 


; DEYOL ED 
logò 
| 去 ~。 五 D 
在 前 面 我 们 已 经 看 到 豪 斯 道夫 维 数 的 性 质 . 一 般 地 ,对 一 
“ 维 数 ”D ,我 们 也 希望 它 具 有 那些 典型 的 性 质 , 即 
I ) 单 调 性 ;车 ECF, 则 DOE «D(C). | 
1 ) 稳 定性 :D(EUF)=max{D(E),D(F)}. 
二) 可 数 稳定 性 :DCUEIF;) 二 sup{D(Fi) |1xi« oo). 
N ) 几 何不 变性 :车 f 是 Br 中 的 全 等 变换 (平移 ,旋转 ,反射 
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Dg(F)—n— lim (3. 25) 


及 其 复合 ) ,相似 变换 或 仿 射 变换 等 , 则 DOR — DOO») 
VOR RAE GER. O. S. Lipschitz) 不 变性 : 若 f{ 是 双 李 下 希 兹 
变换 , 则 
DCECGF7 7 一 DCGE7). 
VW) 若 F 是 有 限 或 可 数 集 , 则 DEF —0. 
W) 车 下 是 o7 的 开 子 集 , 则 DOF)=n. 
WDE F 是 m 维 光滑 流 形 , 则 DOCE) — m. 
现在 看 一 看 盒 维 数 所 具有 的 性 质 . 可 以 验证 , 盒 维 数 或 上 、 下 
盒 维 数 满足 以 下 各 条 ， 
DE FEZ EH m 维 光滑 子 流 形 , 则 D&CF)—m. 
I )5; 与 Ds 是 单调 的 . 
E )Ds 是 有 限 稳定 的 , 即 Ds(EUF) 二 max {Ds(E),Da(F)})， 
但 是 Ds 却 没有 这 个 性 质 . 
N )Ds 和 Ds 是 李 卜 希 效 不 变 的 . 
盒 维 数 也 具有 象 豪 斯 道夫 维 数 那样 的 在 李 卜 希 歼 和 H older 
变换 下 的 性 质 , 但 是 盒 维 数 也 有 一 些 不 好 的 性 质 . 
命题 3.6 WFCOPC,F EFAA, A 
Ds(F) - DC) 
DC) =D; (F) 
这 个 命题 似乎 很 不 错 , 但 是 由 此 很 容易 得 出 如 下 推论 
设 F 是 上 开 区 域 的 币 密 子 集 , 则 Ds(F) 一 Ds(F) 二 n. 
比如 ,F 是 [0,1] 上 的 全 体 有 理 数组 成 的 集 ( 可 数 集 ), 则 F= 
[0,1], ED. CF) — D CF) —1, 3X — 46 3-8 c CIC FC RTT 
35 EAT PES JR. VO. 同时 也 使 得 于) 不 成 立 , 因 为 每 一 个 有 理 数 
作为 单 点 集 盒 维 数 为 0, 但 其 可 数 并 的 盒 维 数 为 1. 而且 还 可 以 找 . 


到 很 稀 朴 的 点 集 , 其 盒 维 数 仍 为 有 限 正 数 . 
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例 3.1 $ F= (01,3. HTA D=. 事实 


2aninad 0l 1 
EU eol i o uu pt ENU 最 


多 只 能 复 盖 {1, 广 ,让 } 中 的 一 个 点 ,因此 复 盖 F 至 少 需要 k 个 
直径 为 3 的 集 , 故 | 


logN (6,F) => logk 
—log ^ logk(k+1) 


令 8—0 得 omnes 另 一 方面 , 若 0-8 AE RE k 满足 


留 下 下 的 k 一 1 个 总 可 以 由 另外 上 一 1 个 区 间 复 盖 , 则 
logN (ò, F) log2k 
— iog Slogk(k— 1) 
BC Ds «cd ;由 此 Ds(F)= 广 . 
这 个 MALFE AREAN, 但 它 却 有 分 数 的 盒 维 数 . 
为 了 避免 盒 维 数 的 上 述 缺陷 ,可 以 对 盒 维 数 的 定义 进行 外 改 ， 
其 想法 是 将 下 分 成 可 数 块 FFz*、… ,使 得 最 大 的 一 块 具 有 尽 可 能 
小 的 维 数 ,将 修改 的 盒 维 数 记 为 Dus CF) ,其 定义 为 
Dve(F)=inf {sup Da (F) |FC ÜF), — 
Dus (F>=inf supDs(F;) [FZ UF;?}. 
此 时 ,对 顷 的 任意 子 集 有 
<Da C) & Dus F) Dus CF) Di CF) n. 
但 是 对 任意 可 数 集 ， AI ARR F, 为 单 点 集 . 从 而 有 Dus (F2 — 
Dus (F)=0. 
对 于 数 直线 上 的 紧 集 ,可 以 证 明 其 例 维 数 与 修改 的 合 维 数 相 
等 , 即 
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命题 3.7 设 FC 统 是 紧 致 的 , 且 对 所 有 与 F 相交 的 开 集 V 
Ds(FNV)=D,(F) 
则 DsCF) 二 Dus(F) ,对 下 使 维 数 ,类 似 等 式 成 立 . 

修改 的 盒 维 数 Dus 和 Dws 恢 复 了 我 们 所 期 望 的 维 数 性 质 , 但 
是 这 又 重新 造成 了 与 察 斯 道夫 维 数 类 似 的 计算 的 困难 ,因此 并 不 
令 使 用 者 感 兴趣 . 

盒 维 数 虽 然 有 一 些 不 好 的 性 质 ,但 是 它 不 仅 给 使 用 者 带 来 了 
方便 ,而 且 在 分 形 理论 上 也 很 有 用 . 人 们 经 常 可 以 证 明 一 些 集 的 盒 
维 数 与 豪 斯 道夫 维 数 相等 ,利用 这 两 种 维 数 的 相互 联系 ,可 以 在 应 
用 中 产生 较 好 的 效果 . 

现在 我 们 来 计算 三 分 康 托 集 的 盒 维 数 ， 

例 3.2 三 分 康 托 集 F di E, 的 2 个 长 度 为 3 的 区 间 复 盖 ， 
取 3 *6x:3-* M NCS, ESZ", Br (3.2D 

D(F) — limlogN (8,F)/—logò<limlog2* /log3*"! 

一 log2/log3 

另 一 方面 ,如 果 3 和 3 一 3 一, 任 一 长 度 为 8 的 区 间 最 多 与 
构造 下 中 的 一 个 长 度 为 3 的 基本 区 间 相 交 . 这 样 的 区 间 有 2 个 ， 
所 以 为 复 盖 下 ,至 少 需要 长 度 为 8 的 区 间 和 个 .因此 NGC EOZ2*, 
即 得 Ds《F) 之 log2/log3. 于 是 对 康 托 集 ,Da(CF)=Da(EF)， 

类 似 的 方法 可 以 证 明 , 科 契 曲线 、 谢 尔 品 斯 基 垫 和 地 毯 、 康 托 
竺 及 康 托 曲 线 ,Peano 曲线 ,它们 的 盒 维 数 等 于 其 豪 斯 道夫 维 数 ， 

现在 我 们 讨论 盒 维 数 与 豪 斯 道夫 维 数 的 关系 . 由 定义 (3. 2) 

Hi(F)&N(G,F). 

车 1<HCF) 一 limHI(F), 只 要 8 充分 小 ,就 有 logN (6,F) 十 
slogó7 0, Bp 

sxclimlogN(8,F)/ —1ogà 
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于 是 得 到 

Dyu (F) <D (FOD, (F) 
虽然 对 于 像 严 格 自 相 似 那 样 的 分 形 集 ,Da=Da, 但 也 有 大 量 使 不 
等 号 严格 成 立 的 例子 . 

“车 s 二 Ds(F), 从 (C3.12) 可 以 看 出 , 当 5 充分 小 时 ,N(5,F)~ 
875. 36 8B , A E s DS F), NGO, Fo; i s >DE), MNO, 
F)5 一 0, 但 是 

NG PS =inf{ 229 | (UJE F P CERDO 3E 
与 (3. 2) 比 较 ,在 计算 豪 斯 道夫 维 数 时 ,我 们 给 每 个 复 盖 集 Ui 以 不 
[5] 85 3 |U, |* ,而 在 盒 维 数 的 计算 中 我 们 给 每 个 复 盖 集 以 相同 的 量 


8". 盒 维 数 可 以 被 看 成 是 表示 一 个 集合 能 被 相同 形状 的 小 集合 复 


盖 的 效率 ,而 豪 斯 道夫 维 数 涉及 的 可 能 是 形状 相当 不 同 的 小 集合 
SEEN 由 于 盒 维 数 是 由 相同 形状 集 的 复 盖 确 定 的 ,因此 计算 起 来 
比 豪 斯 道夫 维 数 容易 . 这 样 ,人 们 自然 会 有 求 出 v"(F ) 一 imN(3,F) 
v 的 愿望 ,但 是 它 不 是 A 上 子 集 的 测度 . 


$6 填充 测度 与 填充 维 数 


盒 维 数 或 修改 的 盒 维 数 与 豪 斯 道夫 维 数 不 同 ,它们 不 是 通过 
测度 定义 出 来 的 . Ds 可 以 看 成 是 这 样 的 维 数 , 它 依赖 于 互 不 相交 
的 半径 相等 的 小 球 的 填充 ,自然 要 寻求 由 半径 不 同 的 互 不 相交 的 
小 球 尽 可 能 稠密 的 填充 定义 的 维 数 . 1982 年 ,C, Tricot 引入 了 填 
充 (Packing) 测 度 与 维 数 . 令 

Pi(F) 一 sup{ 24r [BGx i) RAE x € Frè} (3. 26) 
其 中 ,B(x;,r;) 表 示 球 心 在 x;, 半 径 为 r; 的 球 .因为 PSCEORÉ 8 减 小 
而 递减 ,其 极限 
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PIF) = limP}(F) (3. 27) 
存在 . LEUAN T ERAR RER EE , MARTA RR E Si E 
虑 中 就 容易 在 出 P;(F) 不 是 外 测度 . 为 此 定义 
PG)—inff PED IFC ÜF) (3. 28) 
W P'COJE A 上 的 测度 . 称 作 s 一 维 填充 测度 ,类 似 于 Du, 存在 唯 
一 的 临界 指数 , 记 作 D,(F) ,叫做 填充 维 数 ,定义 为 
D,(F)=sup{s |p’(F)=00}=inf{s|p’(F)=0} (3.29) 
可 以 验证 ,D, 具有 我 们 对 维 数 所 期 望 有 的 性 质 , 且 可 以 证 明 
Da,Ds,D, 有 如 下 关系 
命题 3. 8 D,OO«DGC»). (3. 30) 
$2 3.9 S FCR, i) D.C) —-Dias CF). 
推论 设 FCg' 是 紧 致 的 ， 且 对 所 有 与 下 相交 的 开 集 V 
| DF 1v) - DG». 
则 Dy(F)=Ds(F). | 
至 此 ,得 到 下 列 关 系 式 
D&COxXDyuGOxDu(CG)-—D,OOxDgRCO. — (3.3D 
由 定义 可 以 看 到 ,在 填充 维 数 的 研究 中 ,可 以 利用 强 有 力 的 测 
度 论 技巧 ,并且 它 与 豪 斯 道夫 维 数 有 许多 对 偶 性 质 , 因 此 它 在 分 形 
几何 中 起 着 很 重要 的 作用 ,利用 它 可 刻画 乘积 集合 的 维 数 .但 是 ， 
仍然 不 能 指望 填充 维 数 和 测度 能 便于 计算 和 应 用 . 为 了 使 PCF) 
成 为 测度 而 增加 的 (3. 28) 式 使 得 D, E Da 更 难于 计算 ,因而 也 就 
更 难于 应 用 . 
命题 3. 9 指出 的 填充 维 数 与 修改 的 上 盒 维 数 相等 这 一 事实 ， 
不 但 令 人 惊奇 ,而 且 使 它 的 应 用 状况 稍微 得 到 改善 ,尤其 是 对 处 处 
县 有 “局 部 ?常数 维 紧 集 的 情形 ,这 种 改善 更 为 显著 . 而 在 实际 应 用 
中 ,特别 是 在 某 些 自 相 似 集 中 ,这 种 情形 是 经 常 发 生 的 . 
。48 。 


若 一 个 分 形 集 F 的 Da 二 Ds, 这 是 最 理想 的 . 这 种 情形 下 ,(3. 
31) 中 的 不 等 式 都 成 为 等 式 ,当然 可 以 通过 计算 简单 的 维 数 来 求 出 
Da 和 D,. 然而 ,只 要 Da=D, 成 立 , 也 可 使 得 对 集 F 的 分 析 变 得 容 
易 些 . 虽然 这 个 条 件 难 于 证 明 , 但 它 比 Du= Ds 要 弱 得 多 . 

最 近 , 许 友 证 明了 欧 氏 空间 中 ,填充 维 数 实际 上 就 是 1971 年 
Wegmann 引入 的 度量 维 数 . 


$5 其 它 维 数 


维 数 的 定义 是 多 种 多 样 的 ,可 根据 不 同 的 目的 引入 不 同 维 数 . 
有 些 维 数 纯粹 是 为 了 应 用 , 且 只 能 在 特定 的 范围 内 使 用 ,才能 解决 
一 些 实际 问题 . 

—. 量规 (divider) 维 数 

WC 是 一 无 自 交点 的 约 当 (Jordan) 曲 线 ( 即 C 是 [a,b] 在 过 
 BOXS fi ab] FHR). ri T [a b] ER o7 是 豪 斯 道夫 空 
间 , 由 拓扑 学 的 一 个 定理 知 ,C [a b T8 S] HE E 97-0, xx 
ex 是 C 上 的 点 且 满 足 对 k==1,2,…,m, |x — x1 | 二 6. 定义 
Ma (OH A xit exe 的 最 大 数目 , 则 (CM (9,0) — 08. 可 以 看 成 利 
用 两 脚 间距 为 3 的 两 脚 规 测量 C 所 得 的 长 度 . 当下 述 极限 存在 时 ， 
其 值 定义 为 

Da (C) —limlogM (8, C) / — logà (3. 32) 
若 极 限 不 存在 ,可 改 用 上 、 下 极限 定义 上 、 下 量规 维 数 . 曲线 的 量规 
维 数 大 于 或 等 于 盒 维 数 . 在 简单 的 自 相似 集 (如 Koch 曲线 ) 中 它 
们 相等 . 

——Ó r—Ó PA RERAINGE 
岸 线 ,在 20m 到 200km 的 范围 内 ,对 M(8,C) 的 测量 值 按 (3. 32) 
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回归 ,估计 维 数 在 1. 2 左右 . 

二 . 变化 的 豪 斯 道夫 维 数 

设 f [a b] 27 为 一 曲线 . Aat mts mb 是 [a,b] 
的 任 一 分 划 . 定 义 

H'O —inft 577 elft- ot] | 对 任 一 分 划 人 A， 
Ifc s tj <8}, 
H'XC)-lim H*§(C). 
定义 维 数 
Di (C) =inf{s |H'*(C) —0) =sup {s |H' (C) ee). 

其 特点 是 利用 曲线 自身 上 的 区 间作 为 一 组 复 盖 , 对 Koch H 
Z.D,—Dà ,对 于 “ 挤 压 ” 形 式 的 曲线 ， 如 Weierstrars 函数 的 图 象 ， 
Di ZDa. 

=. Aa det 

设 AC<5,F 为 A 的 分 形 边 界 ,Fs: 是 F 的 Minkowski 香肠 ,F 
的 单 边 维 数 定义 如 下 

Dis = n—limlogVol"(F; N A)/logð (3. 33) 
这 个 定义 能 应 用 到 固体 的 表面 . 同时 也 应 用 到 具有 分 形 边界 的 偏 
微分 方程 中 ， 

. 由 分 形 余 集 定义 维 数 

有 时 还 可 以 通过 一 个 集 的 余 集 定义 维 数 . T F 是 从 单位 区 
间 [0,1] 中 去 掉 一 系列 区 间 了 ,I-… 而 得 到 的 集 . 可 以 定义 维 数 等 


于 so, 使 得 级 数 D ILI 在 s<so 时 收敛 到 055 5. 时 收 合 到 有 限 


Ef s>s, 时 ,级 数 发 散 . 如 对 三 分 康 托 集 ,级 数 Do La2 730 4 
s, —log2/log3 时 收敛 到 有 限 正 值 . 此 情形 下 ,s。 与 豪 斯 道夫 维 数 


和 盒 维 数 相等 . 一 般 的 s。 等 于 上 盒 维 数 . 
。50。 


五 . 维 数 印刷 (dimension print) 

维 数 印刷 是 C. A. Rogers1988 年 引入 的 , 它 是 豪 斯 道夫 维 数 
的 有 趣 变形 . 它 的 定义 类 似 于 豪 斯 道夫 维 数 ,但 它 用 和 矩形 复 盖 并 用 
矩形 的 边 长 代替 定义 中 的 直径 . 可 以 把 它 看 成 是 一 种 “指纹 " 形 维 
数 ,使 具有 相同 豪 斯 道夫 维 数 但 有 不 同 特点 的 集 能 被 区 分 出 来 , 特 
别 是 它 表现 了 各 向 异性 集 的 性 质 . 因此 可 以 想象 它 在 物理 与 自然 
中 会 十 分 有 用 . 但 是 它 不 太 容 易 计算 ,而 且 不 具有 李 卜 希 效 不 变 
性 ,对 其 进行 改进 可 克服 这 一 缺陷 ,但 势必 更 进一步 增 大 计算 它 的 
困难 . 因此 我 们 这 里 不 作 详 细 介 绍 . 

还 有 一 些 实用 的 维 数 及 其 算法 ,我 们 将 在 以 后 介绍 . 

从 上 面 介绍 的 各 种 维 数 可 以 看 出 ,一 些 表 面 上 很 相似 的 维 数 
定义 ,具有 的 性 质 可 能 差异 很 大 .我们 不 应 当 也 不 可 能 指望 不 同 的 
定义 对 同一 个 集 能 给 出 相同 的 维 数值 ,而 应 当 从 它 的 定义 去 研究 
它 的 性 质 . 应 注意 的 是 ,并 不 存在 严格 的 规则 来 确定 某 个 量 是 否 能 
合理 地 被 当成 一 个 维 数 ,无 论 哪 种 定义 ,通常 都 采用 一 定形 式 的 宕 
定律 .但 有 些 定义 , 既 使 在 简化 情况 下 ,也 不 适合 守 定 律 . 为 确定 一 
个 量 能 否 作为 维 数 ,通常 是 去 寻找 它 的 某 种 类 型 的 比例 性 质 ,特殊 
意义 下 的 自然 性 ,以 及 我 们 所 希望 的 那 几 个 典型 性 质 . 
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几 类 重要 的 分 形 集 


本 章 讨论 几 类 最 重要 的 分 形 集 ; 自 相似 集 、 自 仿 射 集 . 迷 归 集 、 
胖 分 形 集 . 包括 它们 的 数学 描述 性 质 及 维 数理 论 . 


8 自 相 似 集 


自 相 似 集 是 目前 研究 得 比较 清楚 的 一 类 分 形 集 . 自 相 似 集 直 
观 上 最 本 质 的 特征 是 它 的 局 部 与 整体 相似 . 也 就 是 说 ,将 该 集 的 任 
一 个 充分 小 的 局 部 放大 适当 倍数 , 它 的 形状 就 和 整体 一 致 . 例如 ， 
三 分 康 托 集 、. 科 契 曲 线 . 谢 尔 品 斯 基 垫 和 地 毯 等 ,它们 都 是 自 相 似 
的 . 

1981 年 ,Hutchinson 给 出 自 相似 集 的 严格 数学 描述 :一 个 变 
Pyp AA 称 为 压缩 变换 . 如 果 Y xy ER 和 实数 c<1, 有 

dlx) GOD xcd Gc y) (4.1) 

使 上 式 对 所 有 x,y 成 立 的 c 值 的 下 确 界 称 为 压缩 比 . 等 号 成 立时 
的 压缩 变换 将 0^ 的 每 一 个 子 集 变 换 成 与 自身 相似 的 集 , 叫 做 相 
似 变 换 , 压 缩 比 e 就 是 相似 的 标 度 因 子 . 

由 高 等 几何 知 ,平面 上 所 有 相似 变换 的 集合 在 变换 的 复合 ( 乘 

。52 。 


积 ) 这 一 运算 之 下 构成 一 个 四 维 的 变换 群 , 称 为 相似 变换 群 . 正 交 
变换 群 是 它 的 一 个 特例 . 
根据 Klein 的 观点 , 自 相 似 分 形 几何 的 实质 是 研究 分 形 集 在 
相似 变换 群 作 用 下 的 不 变性 质 和 不 变量 . 事实 上 , 自 相似 集 本 身 就 
是 相似 变换 之 下 的 不 变 集 . 
RA ECE 称 为 压缩 变换 potopa 下 的 不 变 集 , 如 果 
E= Ü% E) . (4. 2) 
集合 下 称 为 自 相似 的 . 如 果 压 缩 变换 {由}% 是 相似 变换 ,使 
(4. 2) REL B TEXTE s {E H (E220, X i25) HEN pE. 
例 4.1 X .[0o1]l-[01] i252. —— 
JG —x/3 d GO — (24-30 /3 
DIU NODE I E EA S H EA 0E E 
(n «do HE — R ARAE GR. 
Pn Z 的 子 集 F 上 的 一 族 压缩 变换 ,满足 


P= UbEF) (4. 3) 
id Jr(F)=F. 对 Y kao 
PHF =p E . (4.4) 
XR QH)k KER, WA 


H41 已 给 v^ EPERRITA g) E E c<, R 
d(QGj GO py) xzejd xy) 


Vx yE RX, cji<<] ,} 一 上 … ,nn (4.5) 
则 存在 唯一 非 空 紧 集 E, 使 得 
E=y(E)= Ukip E) (4.65 


JEH 35 FE 20 的 任意 紧 集 , 则 在 Hausdorff 距离 的 拓扑 意义 下 
J'(F)—E  k-oo 
。53 。 


定理 说 明 自 相似 集 是 一 族 相 似 变 换 下 的 不 变 集 ,对 有 限 序列 
{ji ja ,jn}) 的 所 有 排列 Gor AR lsjsm,n[bA uE BH E 是 映 
Bp e p e e e RIRKA. PEERAA TERN 
豪 斯 道夫 维 数 . . 

定理 4. 2 Fip ZA 的 一 族 压 缩 映 射 ,如果 

qd(xyy) 委 d(Cx) by Ernd(xsy) G-—1,2,:-,m)(4. 7) 
x,yEV,V 是 EE 的 某 一 开 集 ,满足 当 i 关 j 时 


$V NGVW=G, 1,)71,2,:- sm (4.8) 
jj Duy(E)€[s.t].ni S 是 方程 
2q=1= Žr; (4.9) 


的 解 . 若 对 某 些 1253 4 CO F1 0 5 M D&CEO t 成 立 . 
定理 的 一 个 特殊 情况 是 { 必 并 ;为 一 列 相似 变 换 , 这 时 0i — 
rn<<1. 自 相 似 集 的 严格 定义 就 是 三 对 某 一 列 压 缩 相 似 变 换 { 少 并: 
满足 
E= ÜLE ANHE, 1Xicjkm (4.10) 
对 于 自 相 似 曲线 , 若 每 一 直线 段 的 变换 像 与 另外 直线 段 的 变 
换 像 不 相交 , 则 迭代 的 极限 图 形 的 Hausdorff 维 数 s 是 下 述 方程 


2-1 (4.11) 
的 解 . 若 有 相交 , 则 上 述 方程 的 解 s 是 Hausdorff 维 数 的 一 个 上 
界 . i 
用 递归 方法 生成 的 自 相似 分 形 集 , 当 生 成 元 的 每 个 直线 段 等 
长 时 , 则 相似 比 mm=r* 一 … 一 上 一 r, 这 时 分 形 集 的 察 斯 道夫 维 数 s 
为 
s—logm/log l (4.12) 
由 此 可 以 知道 三 分 康 托 集 的 豪 斯 道夫 维 数 Da 一 log2/iog3. 对 


谢 尔 品 斯 基 垫 ,Di 一 log3/log2， T PET =1 的 解 ， 因 
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为 F 是 三 个 压缩 比 为 地 的 相似 映射 下 的 不 变 集 ,这 些 映 射 把 三 角 
JE E, 变 成 下 , 中 的 三 个 三 角形 . ESRB £X Dr 一 petet 

$i 4.2 修改 的 Koch 曲线 . 固定 0<a 委 二 了 ,去掉 单 位 区 间 I, 
正中 ， 与 全 长 比例 为 a 的 一 段 区 间 ,并 用 与 之 组 成 等 边 二 角形 的 习 
外 两 边 代替 ,把 这 样 的 过 程 反 复 地 进行 下 去 而 构造 出 曲线 下 , 称 作 
修改 的 Koch 曲线 . 它 将 映射 到 工 中 的 4 个 相似 映射 下 的 不 变 
集 . HOV 的 底 边 为 1, 高 是 V3 /2 的 等 腰 三 角形 ， 其 Dn (F) = 
Ds(F) 是 方程 2a* +2(30 一 a))* 二 1 的 解 . 

像 上 述 这 笠 的 由 线 可 以 用 第 二 章 所 述 的 反复 用 一 个 生成 元 的 
相似 图 形 取代 每 一 直线 段 的 迭代 过 程 建立 起 来 . 由 生成 元 定义 的 
相似 映射 只 能 是 两 个 互 成 反射 的 映射 之 一 ,而 它 的 方向 可 以 用 构 
造 中 表现 出 来 的 第 一 步 确 定 . 如 图 4. 1—4. 3. 


' (^ EV, 


Ca) 生成 元 图 4.1 (b) 极 限 曲 线 


Du 是 artos! 的 解 ,s 一 1. 34. 


(a) 生 成 元 图 4.2 (b) 分 形 复 线 


Du = Ds —iog8/log4 =1. 5 
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wotg GETTE 
围 4.3 树枝 状 分 形 


Du-- Ds log5/log3—1. 465. 

BRE MARMER LEREN ERT, Wy E 是 统计 自 
相似 的 . 把 小 部 分 放大 以 后 后 , 它 与 整体 有 相同 的 统计 分 布 自然 界 
中 的 分 形 , 大 都 是 统计 自 相似 的 . 

另外 还 有 一 类 广泛 的 分 形 , 只 具有 拟 自 相似 性 ,它们 是 自 相似 
的 推广 . 如 有 面积 的 康 托 竺 集 和 康 托 曲线 . 复 解析 映照 的 Julia 集 
也 表现 出 拟 自 相 似 性 . 拟 自 相似 的 数学 描述 我 们 将 在 第 五 章 8 7 
给 出 (由 一 拟 等 距 和 一 拟 自 相似 ). 
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REITERS SEENRETZ RU MAHII, 在 前 节 
定义 的 压缩 比 为 x 的 相似 变换 将 一 点 x 一 nx) € A 变换 成 
rx (n snnm). EXGREURREUE IO RE MERCI A 
相同 , 则 我 们 得 到 自 念 射 集 . 设 r= {ri ,cvrm)} 是 一 个 比率 向 量 ， 
则 一 个 念 射 变 换 把 点 x 二 (x1,xs… ,x,) 变 换 威 点 (rixi nx 


rx) ,更 一 般 地 ,一 个 映射 Sion oo ROS ORA E 
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S$G0-TGOdcb xE (4. 13) 
RE TEZ 上 的 线性 变换 ，T 可 以 表 成 一 个 nXn BEBE. H 
det(T) 尖 0, 而 b 是 "^ 中 的 一 个 向 量 . 
A 的 一 个 子 集 下 称 为 自 念 射 集 , 如 果 F 是 一 族 仿 射 压缩 变 
3& (S, Hz, 的 唯一 不 变 紧 集 . 
例 4. 3 
设 Sis Ss，S。 如 
”下 定义 ;它们 把 
正方 形 E 映射 
， 成 三 个 矩形 ,如 
图 4.4 所 示 . 不 
”齐集 下 由 3 个 
， 仿 射 拷贝 一 一 
| (| SG» SC), 
Luz] Ss,(F) 组 成 .图 
UU Po PRERF K 
RH S, 
S, CE) 317623 
图 4.4 自 仿 射 集 200 Hk GR 4 
8B ü—1.2.3.k BL G ouei OAR SR. 
nm 合成 . 由 高 等 几 
何 知 , 欧 氏 平面 内 金 体 仿 射 变换 的 集合 构成 一 个 六 维 的 变换 群 , 称 
作 仿 射 变 换 群 . 按照 Klein 的 观点 , 自 仿 射 分 形 几 何 的 实质 , 即 研 
究 分 形 集 在 仿 射 变换 群 作用 下 的 不 变性 质 与 汉 ' 量 , 自 仿 射 集 正 
是 仿 射 压缩 变换 下 的 不 变 集 . > 
由 于 相似 变换 群 是 仿 射 变换 群 的 子 群 ,因此 , 自 相 似 集 是 自 仿 
射 集 的 特例 . 自 念 射 集 是 自 相 似 集 的 推广 . 这 样 , 我 们 很 自然 地 也 
» 57 。 
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想 将 自 相似 集 的 维 数 公 式 (4.11) 扩 广 到 自 仿 射 集 ,希望 维 数 公式 
依赖 于 仿 射 变 
换 , 并 由 仿 射 
变换 的 矩阵 和 
(pd xx 
来 .但 是 实际 
情形 却 复杂 得 
多 .我 们 通过 
(b) 下 述 的 两 个 例 
4.5 自 仿 射 集 维 数 的 不 连续 性 子 来 说 明 . 
例 4.4 设 S.S; 是 "上 的 仿 射 压缩 映射 ,它们 分 别 把 正方 


形 映射 到 如 图 4. 5 所 示 的 边 长 为 去 和 0<e<< 去 的 两 个 矩形 Ri、 


R.. EJE R, 与 y 8b) 3B SS y 入 ， EFES 和 S, 的 不 变 集 ， 则 当 
X08) DOC Z1 fli 10 Bt, DaF) —10g2/—logec 1. 


B AZ OC 4. 5 GOD ULT k 步 的 构造 ES US, * 0 SC) 
&& miu A ztfed*2 TROEOGEH. E, TE x 轴 上 的 射影 
ProjE, & &r IXT8) [0.24 ]. BS 7g F= NiE. 所 以 ProjF 也 包含 区 间 


C0，2AJ， 另 外 用 映射 的 迁 代 也 能 说 明 这 一 点 。 若 Si 00 =x, 


S, (x) = 地 x 十 A 是 两 个 AA HA, U ProjF 必 是 S, 8S, 下 
的 不 变 集 . 而 S, 和 S: 的 唯一 不 变 集 为 C0,2X]. 

E A—OC(SA. 500. f EE T. E 由 2^ 个 左 端 紧 靠 y 轴 的 
IK 2 Re 的 矩形 组 成 ,E, 包含 在 窗 条 {(x,y)10sx 魏 2 一 } 之 
内 . 令 k->50, 则 可 见 下 是 包含 在 y 轴 上 的 均匀 康 托 集 . 它 可 以 看 
成 从 每 个 区 间 的 正中 反复 去 掉 - 长 度 比 为 1 一 2 的 一 段 线 段 而 得 
到 的 ,于 是 DaF) = log?/—loge<1. 
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例 4.5 把 单位 正方 形 E, 分 割 成 按 poa 排列 的 边 长 各 为 1p 
RH 1/qR]XRJE. E rPpfllqiB-AE iE S Xx Hi pq. A ix EXE 


选取 一 个 子 集 类 组 成 下 ， 并 且 用 NN; 
表示 从 第 j 个 柱 集中 选 出 的 矩形 数 ， 
lzxjscp. WE 4. 6， 按 通常 的 方法 
重复 这 个 过 程 ， 即 把 E, 中 的 每 个 矩 
JE E, 的 一 个 仿 射 拷贝 代替 设 下 
是 这 一 过 程 的 极限 集 ， 则 


- ， 
Da (F 一 log (DIN; m) /logp 
mn 


F 


il 
Pi 


loep: | oat 


D(F? = logp 


ve 
t 


图 4 6 了 和子 集 类 


^ 
2 1N)/loga 


其 中 p, 是 至 少 包含 EE, 8] — T ROEI FE EC 


EN 23 s 

g 5 

- E m LES 
mi 
tes 
mz RE 


图 4.7 下 的 前 几 步 构造 


前 几 步 构造 如 图 4.7 
所 示 . 在 这 个 例子 中 , 维 数 
不 仅 依赖 于 每 步 选 出 矩形 
的 个 数 ,同时 与 它们 的 位 
EAX, mHE Dua(F) 和 Ds 
一般 不 相等 


上 述 两 例 是 相当 特殊 的 ,对 一 般 自 仿 射 集 的 维 数 公 式 , 有 下 述 


定理 . 


定理 4.3 i$ Se 


;Sn 是 按 (4. 13) 定 义 的 仿 射 变换 ,其 中 
{Ti 是 线性 压缩 变换 ,车 下 是 满足 


F=U (Ti(F)+b) 
的 仿 射 不 变 集 , 则 Da =D F) —d CT, Ta) E mn 维 勒 贝 格 
IBEX SC FILERE 9 GG 7, boe dor. 这 里 


ATi T.) inf {s| 22 249 CT, o e e Ta) <eo) (4.14) 


P(T) 240,772, ot (4. 15) 
(o Ha EfUETEMA T. RRP 的 奇异 值 ， 且 Ime mme, 
>00<s<n， rM o ree KER h REI Gid 
1Xüj&m (1<<j<k) 组 成 的 集 . 

另外 ,车 分 形 集 的 自 仿 射 性 质 只 在 统计 意义 下 成 立 , 则 称 为 统 
计 自 仿 射 的 . 

下 节 我 们 将 讨论 具有 统计 意义 的 分 形 集 一 一 随机 分 形 . 


B 随机 分 形 


前 两 节 讨论 的 自 相似 集 和 自 仿 射 集 都 可 以 有 相应 的 随机 分 
JE. 这 些 随 机 分 形 没有 严格 的 自 相 似 性 和 自 仿 射 性 ,但 是 它们 的 非 
规则 的 形态 与 自然 界 的 形 狐 如 海岸 线 ,起 伏 不 平 的 地 形 地 加 , 云 彩 
边界 ,多 孔 介质 中 的 渗流 等 更 为 接近 . 

既然 是 随机 分 形 ,就 应 在 大 小 不 同 的 尺度 上 表现 出 随机 性 . 因 
此 ,在 随机 分 形 的 几何 构造 过 程 中 ,每 步 都 应 引进 随机 成 份 ,而 为 
了 严格 地 描述 无 穷 多 个 构造 步骤 中 的 随机 分 形 结构 ,必须 使 用 概 
率 论 的 语言 。 

这 里 我 们 只 讨论 统计 自 相 似 集 和 分 形 渗流 ,下 节 将 讨论 随机 
递归 集 . 

—. 统计 自 相似 集 

. 60° 


我 们 首先 分 析 随 机 康 托 集 的 统计 自 相似 性 , 在 三 分 康 托 集 的 
构造 中 ,每 次 去 掉 线 段 中 间 的 1/3. 现在 每 次 仍 将 线段 分 成 三 等 
分 ,但 并 不 总 是 去 掉 中 间 的 一 段 ,而 是 用 掷 货 子 的 办 法 来 决定 去 掉 
哪 部 分 . 对 于 六 面体 的 最 子 , 按 mod(3) 来 决定 . 当 余 数 为 0,1,2 
时 , 则 分 别 去 掉 左 .中 或 右边 的 一 段 . 这 样 不 断 重 复 至 极限 情形 ,得 
到 的 随机 康 托 集 即 具有 统计 自 相似 性 . 即 把 它 的 每 一 部 分 放大 ,与 
整体 有 相同 的 统计 分 布 . 

随机 康 托 集 的 另 一 构造 是 在 每 一 步 去 掉 中 间 一 段 ,但 留 下 两 
段 的 长 度 是 随机 变化 的 . 在 第 k 步 , 得 到 2 个 不 同 长 度 的 区 间 , 设 
MER SS F— NLE 0,11 sE, DE, DE,- E 4509 PH 48 JY 31 E, 
是 第 k 步 得 到 的 2^ 个 不 交 的 闭 基本 区 间 的 并 . 设 En 的 每 个 基本 
区 间 工 包含 E+ 的 两 个 区 间 To Ta E o Ia 分 别 与 1 有 相同 的 左 、 
右 端 点 ,每 个 区 间 的 长 度 是 随机 的 ,但 1171I1 和 |Is17HI1 独 立 同 
分 布 . 由 此 加 进 了 统计 自 相 似 性 , 即 F 是 统计 自 相似 的 , 对 每 个 I， 
FNI 5j F 有 相同 的 分 布 ,比重 变化 由 || 决定. 

现在 用 概率 论 术 语 描 述 随 机 分 形 F. 设 a,b 是 常数 , 旦 0<a 委 
bel. 


Q— ((E,,1[0,1] 2E, DE, OE;D-:-) 
E. 由 2 个 不 相交 的 闭 区 闻 Ts EUR i 1 或 2(1<j<<k), 如 图 
4. 8. E, 的 区 间 T, BE El 的 两 个 区 间 Tasa URL og B T 
左 端点 和 一 u 的 左 端点 一 致 ,的 右 端 点 和 Is 的 右 端点 一 
致 , 记 
C, = a 1/ 1I 


T WME 
设 对 所 有 iik 有 a SCi Sb E F= uLE.X Q0 HERZ 
间 ,并 设 有 概率 测度 P 定义 在 O 的 子 集 构成 的 -w F 上 ,使 得 此 
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图 4.8 随机 康 托 集 的 构造 

fÉ C ,是 一 个 随机 变量 . 对 每 一 序列 说 ,… i, 设 Ca 与 Ci= | 
L8] 46: C 24,5 Com 111 同 分 布 . Cl 与 C2 可 以 不 独立 ,但 
Ci 是 独立 的 . 则 可 以 证 明 Da(F) 是 可 用 Ci 表示 的 随机 变量 . 

定理 4.4 对 随机 康 托 集 F, 以 概率 1 有 Du(F) 二 s，s 是 下 
述 期 望 方程 的 解 

_E(Ci+Ci) 一 1 (4. 16) 

上 述 结果 是 定理 4.2 和 (4.11) 在 随机 场合 的 翻 板 . 该 定理 可 
以 从 很 多 方面 推广 ,比如 E, 的 每 个 区 间 可 以 产生 Ei, 中 的 随机 个 
具有 随机 长 度 的 区 间 , 这 一 构造 可 以 推广 到 入 上. 

i VJ so 的 开 子 集 ,V 是 V 的 闭 包 ,m 之 2 是 整数 ,0<b<< 
1. 4 Q— ((E 4 |V =E, DE, DE, D). E, Æ m* AWR V. 
的 并 集 ,ij=1,…,m ASSO H. Vi 或 者 与 V 相似 ,或 者 是 空 
W. . 

设 对 每 个 Gi,… i) ,Vi 包含 VCsis<m) 且 这 些 集 不 
相交 . 车 Vi 非 空 , 记 Cs 一 1V HIV ii 为 顺序 集 之 间 
的 相似 比 ， v = D, W C0 并 记 F= NEE R P 是 定义 
TE Q TREK c- 域 上 的 概率 测度 ,使 Cu 与 C, 是 随机 变 基 . 
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设 给 定 C, 270, BIA Vi dESE HOME RE TEIG. e. ERI 
1 itm C, 5 C; i] 4l. Cia t Ci eim BT KA AR AR N Gi. 
独立 ,N 表示 Cio Ct 中 正 数 的 (随机 ) 个 数 , 即 Vi, Ve 为 非 
空 集 的 个 数 , 则 有 

定理 4.5 F 为 非 空 集 的 概率 是 q,q 是 下 述 多 项 式 方程 的 最 
小 非 负 根 


fcm D PN=Dt=t. 


$ F 的 Hausdorff 维 数 和 盒 维 数 以 概率 1 一 q 为 s.s 是 下 述 期 望 
方程 的 解 


E(2 (C=1 (4.17) 

现在 我 们 再 讨论 随机 科 契 曲线 ,也 可 以 用 不 同 的 方法 来 构造 ， 

一 种 方法 是 科 契 曲线 的 构造 中 ， 每 次 去 掉 中 间 三 分 之 一 ， 而 用 与 

去 掉 部 分 构成 等 边 三 角形 的 另 两 条 边 代 替 , 可 以 用 拓 硬 币 的 方法 

决定 新 的 部 分 位 于 被 去 掉 部 分 的 “上 边 ”或 “下 边 ”， 比 如 正面 表 

示 上 边 ,反面 表示 下 边 。 也 可 以 用 搓 四 面体 艇 子 的 办 法 确定 ,根据 

mod2 的 余数 0,1 决定 ,0 表示 上 边 ， 1 表示 下 边 , 这 样 得 到 的 而 线 
是 统计 自 相似 的 ,更 像 真 实 的 海岸 线 . 

另 一 种 方法 是 ;从 单位 直线 段 E 中间 去 掉 一 随机 长 度 为 < 的 
线段 ,Ce 可 取 作 (0,1/3) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ) ,而 代 之 以 由 去 
掉 线段 为 底 边 的 等 边 三 角形 的 另 两 边 形成 E,. 对 E 的 每 一 线段 
重复 上 述 过 程 , 按 这 种 方法 进行 至 无 穷 ,极限 曲线 F 是 统计 自 相 
似 的 . 它 是 定理 4. 5 的 一 个 特例 . 这 时 集 V 可 看 作 底 边 在 E。, 高 为 
3 /b 的 等 边 三 角形 ,在 每 一 步 ,长 为 上 的 线段 由 长 为 (1 一 c)L/ 
2,cL,eL,(1 一 c)L/2 的 四 条 线段 代替 ,所 以 四 一 4cj 一 ci 一半 (1 一 
c), H c: 一 cs 一 c. 由 于 ec 在 (0,1/3) 上 均匀 分 布 , 故 (4.17) 变 为 
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=E aor) S 3X2{[ 寺 G 一 ec 上 ed 
(4.18) 
3€ s--1-—12x2^79*9—6x3-9*V 
#13 s =D (F) =D (F)~1. 144( 以 概率 1). 
二 . 分 形 渗 流 | | 
设 0<p<<1, 把 一 个 单位 正方 形 Es 分 成 边 长 为 1/3 的 9 个 正 
方形 .从 这 些 正方 形 中 选取 一 部 分 来 组 成 E ,每 个 正方 形 以 独立 
的 概率 p 被 选中 ,E, 的 每 个 正方 形 也 被 分 成 9 个 边 长 为 1/9 的 正 
方形 , 且 每 一 个 都 以 独立 概率 p 选 出 作为 E; 的 正方 形 . 归纳 地 ,E 
是 一 些 边 长 为 3 一 的 正方 形 组 成 的 随机 集 , 极 限 集 F,= 门 中 "Ex 是 
依赖 于 参数 p 的 随机 分 形 ,类 似 于 渗流 网 络 , 如 图 4. 9. 
命题 4.1 给 定 p, 设 t=q 是 下 面 方程 的 最 小 正解 
T 23 t 二 (pt 十 1 一 p) (4.19) 
W F, 以 概率 q EZR Ep 
”wep <19, q= 1/9<p< 
PEGS 1 则 o 一 aq 一 1 并 且 以 概率 1 
eh ,Di (Œ) = Ds (F,) = 
pa log9p/log3. 
现在 讨论 p 从 0 增加 到 
1 时 E, 的 状态 变化 . 若 Op 
D «1/9, rfe Bis] An F, 必然 
ROG SE 1/97p- 1/3, RI 


图 49 p=0.8 的 随机 分 形 以 概率 1.F, =Ø Da(F,) 


二 log9p/log3<<1, 即 F, 是 完全 不 连通 的 ,这 时 不 能 产生 渗流 . 当 p 

达到 临界 值 p. 时 , 则 渗流 发 生 , 但 理论 计算 的 p.250. 999, 这 一 下 

界 似乎 是 不 可 信 的 . 实验 认为 0.7 二 p. 过 0. 8. 随 着 p 值 的 增加 而 超 

过 p. 时 ,F; 的 形态 戏剧 性 地 变化 , 即 F, 的 孤立 点 突然 合并 形成 基 
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本 上 是 一 个 整体 的 部 分 ,发 生 “ 相 刁 ” 形 咸 渗流 网 络 . 
Su OH E 


我 们 已 经 知道 , 自 相 似 和 自 仿 射 的 分 形 集 ,可 以 通过 图 形 的 递 
归 或 送 代 而 得 到 . 极限 图 形 是 压缩 相似 变换 或 仿 射 变换 在 迁 代 下 
的 不 变 集 . 1982 年 ,F. M. Dekking 推广 Manddbort 关于 图 形 弟 归 
的 思想 ,提出 了 梅 造 分 形 集 的 一 个 强 有 力 的 方法 . 可 用 来 制作 包括 
自 相 似 和 自 仿 射 的 几乎 所 有 熟知 的 分 形 集 , 比 如 康 托 集 及 其 相关 
结构 、 谢 尔 品 斯 基 集 合 .维尔 斯 特 拉 斯 曲线 .填充 空间 的 曲线 等 等 ， 
这 一 大 类 重要 的 分 形 集 即 所 谓 递归 集 . 

粗略 地 说 来 ,递归 集 由 两 个 系统 联合 生成 . 一 个 是 代数 系统 ， 
在 一 个 由 有 限 个 不 同 符号 组 成 的 集合 上 生成 一 族 符号 序列 ,其 运 
算是 一 个 迭代 过 程 , 第 二 个 系统 是 将 得 到 的 符号 序列 嵌入 到 A 
中 ,其 中 每 种 符号 对 应 一 个 单位 向 量 , 然 后 按照 符号 在 序列 中 的 顺 
序 首尾 相 接 ,得 到 o0 中 一 条 折线 . 当 有 的 符号 对 应 空 集 时 就 得 到 
非 连 通 集 ,然后 将 所 获 折 线 按 某 种 方式 进行 压缩 . 这 两 个 系统 满足 
一 定 关系 时 ,就 得 到 递归 集 . 

一 . 递归 曲线 

i S 是 有 限 个 字母 组 成 的 集合 ,S* 表示 由 S 中 的 字母 组 成 的 
长 度 有 限 的 词 的 集合 ,V Wi WES ,其 悦 积 定义 为 ,WW,, 即 它 
们 的 联结 . 在 此 运算 下 ,S' 为 一 么 半 群 . 由 S 到 S* 的 一 个 同 态 9 称 
为 S 上 的 一 个 代 换 . E RK 是 VU 中 的 紧 集 . 将 K; AD S 中 的 元 
素 , 则 与 K 对 应 的 词 可 写成 CW) ,8 是 98 的 n 次 近代 ,W 是 一 个 
词 . 

现在 的 基本 问题 是 ;给 了 么 半 群 的 同 态 06 和 一 个 词 W, 怎 样 将 
符号 序列 (WD) 和 K 结合 起 来 ,使 得 在 豪 斯 道夫 距离 意义 下 ,K; 
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AF KW)? 这 里 的 KeCW) 叫 做 递归 集 . 下 面 我 们 就 来 论述 解 
决 这 一 问题 的 方法 . 

it GOE S 生成 的 自由 群 , 若 S 是 G(S) 的 嵌入 ,就 说 G(CS) 
AlüTS'.906G 0-[96G)] lsES, 则 S 的 同 态 将 被 扩充 到 
GG). 考虑 如 下 图 

GKG)—— 36 一 


ID ls DS |» 

GO r — gn — ege (4. 20) 
这 里 20 是 由 (nx(s))(t)==6%,s,t€S 给 定 的 G(S) 的 可 交换 群 ,7 
EGOA 2^ 的 投射 同 构 ,是 诱导 同 态 映 射 ,i EL 8] ancor 
的 标准 嵌入 ,这 里 r:=CardS,g 是 2C 到 家 ' 上 的 线性 映射 ,1 委 d 
<r,L, 是 A 的 同 态 ,使 得 图 (4. 20) 可 交换 ， 

设 1.G(S)- 一 家 一 gir, 则 于 是 一 个 同 构 ,使 得 

{0= Lf (4. 21) 

映射 Le 也 称 作 6 的 表示 ,可 以 由 Kerg( 因 此 也 可 由 Z 的 
6 一 不 变 子 空间 ?决定 ,在 线性 等 价 的 意义 下 被 唯一 确定 ， 

取 6 一 不 变 子 空间 = 王 {0} , 则 d—CardS. W gid, M] Le = bss 
称 Le 为 6 的 完全 表示 ， 

假设 0。 有 一 个 实 特征 值 , 设 v 是 对 偶 映 射 由 的 对 应 非 鹤 特 
征 向 量 , 则 和 不 变 子 空间 是 {xE 26 | x20). Sg 由 g(x) 一 
Gc, v2 RE X, 

Í(8s) = (xf (s) ,v) = (Uns, v) = (ts, Av) =f (s) (4. 22) 
ALEZ 中 诱导 表示 是 用 相 乘 . 特别 ,如 果 6 是 S 的 非 平 凡 同 
态 , 则 由 Perron — Frobenius 定理 ,9 总 有 一 个 正 的 特征 值 , 它 大 
于 或 等 于 其 它 一 切 特 征 值 的 绝对 值 , 我 们 称 伴随 的 Le 为 6 的 
Frobenius 表示 . 
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设 1:G(S) 一 实 " 是 一 个 同 构 , co ot 的 非 空 紧 子 集 组 
成 的 集 族 . 任 一 映射 K[，];S 一 .X70) 都 可 以 扩充 到 S’' 的 非 空 
ul. 对 一 切 非 宝 词 VY,WES 

K[VW]=K[V]U(K[W]+f(V>) (4. 23) 
dus A+y i (x Ey IxXC AJ. ACH .y € R) 
这 种 映射 的 一 个 重要 例子 是 由 (4. 23) 定 义 的 多 边 形 映射 .对 sES 
K(S) — (afts)[0szaszl? (4. 24) 
给 定 S° 的 一 个 同 态 9 及 人 %* 中 的 一 个 表示 L;, 考 虑 映 射 K[，]; 
S 一 ,这 里 和 (4 23) 中 的 f 都 是 满足 (4. 21) 的 同 构 . 

引 理 4.1 没 于 是 :的 一 个 同 态 ， 特 征 值 为 X，…， 和 Xi， 且 

IA [seem AGE LEV. AZ || ,存在 -个 c>0 使 得 对 Y ve on. 
| Lv ll szeA^ vl (n2 1.2, 2 (4.25) 

TOS 1$ L 的 所 有 特征 值 的 模 都 大 于 1 WI PR L 是 
扩张 映射 . G CS) 的 一 个 同 态 9 叫做 零 自由 的 Cnull 一 free)， 如 果 
V s€S.0CsozEeCe 表示 空 词 ), 利 用 引 理 ,可 以 证 明 如 下 定理 成 立 . 

定理 4.6 IOS MUEBIBIBISs.L. 是 6 的 扩张 表示 , 则 对 
任意 非 空 词 W ,存在 一 个 紧 集 K,(W) 使 得 an~>cc 时 ,在 豪 斯 道夫 
距离 意义 下 

L,^"K[£9W]—-K;OW) 
且 K,CW) 是 不 依赖 于 区 [。] 的 选择 的 一 条 曲线 , 称 作 递归 曲线 . 
关于 定理 上 6, 以 下 几 点 值得 注意 : 

1°. EEP L, 是 扩张 的 这 一 条 件 是 必要 的 . 若 Li 有 模 小 于 I 
的 特征 值 , 则 从 引 理 4. 1 可 知 Li'K[9rWj 不 收敛 ,其 余 情 形 的 收 
伍 性 依赖 于 W. 例如 S={a,b},0 定 义 为 6(a)=ab,0(b)=b,1s 是 
9 的 完全 表示 , 则 对 Y n, Ly'KCb]=K[b], E L KPa] Rø. 

v. 除去 由 ee 的 6 一 不 变 子 空间 确定 的 到! 的 一 个 自 同 构 
外 ,递归 曲线 Ks(W) 是 由 其 表示 L 唯一 决定 的 . 事实 上 , 设 Le 和 
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Le 是 两 个 这 样 的 表示 : 秀一 Lef, POSL f, WEARI T: 
RiR d —TÉ H LTT, h T EREA AEREA 
VES',K'[V]j=TKLV], 因 此 ,由 了 的 连续 性 ， 
K,OV) —limL', K [PW] 
=limTL; 'K[0W]- TK,CW) (4. 26) 
3. 定理 4. 6 可 以 推广 . 设 (00, 是 S 的 零 自 由 同 态 序列 , 其 
中 只 存在 有 限 多 个 不 同 的 &, 且 使 得 所 有 4 有 相同 的 扩张 表示 
L —L, , 则 当 nof}, 
L^K(9,---06,9, CW) ]-- K0,CW). 
K。CW) 仍 为 一 递归 曲线 . 
4°. 若 考虑 G(S) 的 同 态 , 则 由 于 相约 性 , (4. 23) 一 般 无 意义 . 
这 时 ,在 定理 4.5 中 要 考虑 G(S) 的 具有 短程 相约 性 的 同 态 ,此 处 
不 深入 讨论 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 F. M. Dekking 的 论文 (参考 文 
献 3). 
5°%, 设 和, 是 S* 的 同 态 .为 其 复合 同 态 , 若 0s mE ZU PR 
有 公共 的 不 变 子 空间 , 则 这 个 子 空间 在 (0m)w 下 是 不 变 的 ,而 且 我 
们 可 以 选取 6,7 和 如 的 表示 使 得 Lm 二 LoLs. 若 Lo,Ls 和 La 是 扩张 
的 ; 则 考虑 KC(W),K,(W) 和 Km(W ) 之 间 的 关系 是 有 意义 的 . 特 
别 ,Ls 是 扩张 的 当 且 仅 当 对 之 1,Le 是 扩张 的 ,而 且 
Kw(W) 王 Ke(W) — kcl 
、 它 给 出 了 递归 由 线 的 其 它 不 变性 质 . 
二 . 递归 集 及 其 维 数 
上 面 对 递归 曲线 的 讨论 可 以 推广 . 设 KE e hS* —26,C20) 
仍 是 满足 (4. 230 MI, A ROE 家 "的 紧 子 集 组 成 的 集 族 . 对 
TE e$ K[e]-6.1f81 KIs]—(08]5EBE s 称 为 虚 元 . 
设 Q 是 S 的 子 集 , 称 S 的 一 个 同 态 6 是 Q 一 稳定 的 ,如 果 存 
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在 mzz0 使 得 对 VY s€S, 下 列 之 成立 
(I)0s€Q^ 对 km 
(I)008s&Q' Jf kzm 
如 果 Q 是 虚 元 的 集合 , 则 满足 CT D) 的 字母 叫做 本 质 元 . 
命题 42 ”1 ) 若 Q' 是 0 一 不 变 的 , 则 9 是 QQ 一 稳定 的 
1 ) 若 0 是 混合 的 , 即 若 对 某 个 m,S 的 全 部 符号 都 出 现在 
s,s ES 的 每 一 个 词 中 , 则 8 是 QQ 一 稳定 的 . 
定理 4.7 设 6 是 S* 的 一 个 同 态 ,Le 是 6 的 一 个 扩张 表示 .了 映 
8r 5S 一 9 ,满足 (4.21), 且 KK[，]:S' 6 CIC de li E C4. 
23 ) 的 映射 . 设 Q= (se SIK[s]— Ø), BE 0 E Q 一 稳定 的 . 则 对 
择 少 包含 一 个 本 质 元 的 任意 词 W， 存 在 非 空 紧 集 Ke (WO, ER 
noktE Hausdorff 距离 的 拓扑 意义 下 
L;'K[0*W ]-2K,CW) 
定理 4.7 中 的 集 KCW) 即 称 为 递归 集 . 
与 递归 曲线 定理 一 样 ,对 递归 集 可 作 类 似 于 1 一 5" 的 讨论 ， 
递归 集 的 范围 广泛 , 它 包括 几乎 所 有 熟知 的 分 形 集 . 正 因为 如 
此 ,确定 递归 集 的 维 数 是 一 个 非常 困难 的 问题 . 1982 年 ,Dekking 
获得 维 数 上 界 - 
4d-1 
DK Coca m a EIA (4. 27) 
Kp 1A tnm] Ls RIIIE PI BE AL E 人 的 最 大 特征 值 ， 
但 要 得 到 (4. 27) 中 的 等 式 却 存 在 着 各 种 各 样 的 障碍 ,因此 , 维 数 的 
确定 是 相当 困难 的 . 
1989 年 , 钟 红柳 运用 完全 不 同 于 Dekking 和 Bedford 的 方 
法 ,证 明了 如 下 结果 . 
设 S 是 一 个 有 限 字母 的 集合 ,S" 是 S 生 成 的 自由 半 群 ， 
9 :S" 一 S* 是 自 同 态 .f;S* 一 统 ' 是 同 态 ,Q 与 E 分 别 是 S 中 的 虚 
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元 与 本 质 元 的 集合 ,6 具有 扩张 表示 工 ,6 为 Q 一 稳定 且 本 质 混合 . 
s€S. scCQ. MEHE K Go. 的 维 数 满足 

a, / py Da (k,CS)) a /ps (4. 28) 
式 中 a, 由 下 式 决定 
je V a(s)«a,. V scE 
lo Va(s)>aoV sEE 
这 里 MKOA R E KG"(s)) 的 测度 . 
p=max{pi(s) IsEE} 


liminfM, CK"(0"(s)))/b"™” = 


p.miníip.(s) s€ Ej 
pi GO RE p. GO Bi PX 
oo VM p2pi;(s) 
liminf A" [| L fcs) |l -J 
a= lo Yp<p i) 
[> V p>p2(s) 
limsup Ag" | LF <s) [| =- 
"e lo Y p«p;(s) 
进一步 可 给 出 更 好 的 维 数 上 限 
d 
Di (KG) «a loghe-- 22 log Ix/X | /log | (4. 29) 
获得 这 一 结果 的 主要 思想 是 , 设 ], 表示 UU 内 与 Ke OG» 
相交 但 彼此 不 交 的 其 有 相间 半径 的 球 的 个 数 . 若 (US X K (s) 
的 一 组 复 盖 , MJ :LL"U;) A K (^ GOD 的 一 组 复 盖 ,从 中 选 出 某 
^ Ks; G) +a, EM (L'U) 中 选 出 的 Ke GO. 十 a 的 子 复 盖 ， 


ig (Va. WOU S D V ZEE Ja an p ps 联系 ， 
,得 到 不 等 关系 . 从 正 反 两 方面 使 用 这 种 递归 手段 , 可 以 导出 结果 
三 .递归 集 的 例子 
对 菜 个 WES ,在 下 述 的 例子 中 ,K,(W) 总 表示 
Li"K [PW] PEKT JRR 23) 的 多 边 形 映射 
例 4.6 Peano 曲线 
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设 9 是 GC(fa,b)) 的 同 态 , 定 义 为 
a—aba. b—b''a''b' 
其 完全 表示 有 特征 值 十 V3 , 则 递归 曲线 是 熟知 的 Peano 曲线 . 
ta,b,c,d 六 的 同 态 定义 为 
a>aba, b—dcd, c--bab.  d-£-cdc 
EROR HI fi(asb.c.d)o 90 诱导 的 表示 .f 的 定义 为 


f(a)=—=(1,1,1), f(b)=(—1,—1,1) 
fic) C1,—1.—10D, fido) -€1,1.— 10D 


它 生 成 填充 正方 形 的 曲线 ,如 图 4. 10 Bros. 


Æ 4.10 Peano 曲线 的 前 6 次 遂 近 
例 4.7 设 9 是 {a,b}' 的 辣 态 ,其 定义 为 
a—rabbb,b--baaa 


M 


图 414.11 übAbiESREI T (X B Hl E Ln 5 DOSE 
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L 是 由 f(0— D ,f(b)==(1, 一 1) 诱 导 的 表示 , 则 Ks(a) 是 处 处 
连续 但 不 可 微 的 曲线 ,如 图 4. 11 所 示 . 其 维 数 Dulk a) <32. 

例 4.8 龙 的 边界 曲线 

设 9 是 G(a,b}) 的 同 态 ,定义 为 

a>ab, .ba 'b 

HL. 是 8 的 完全 表示 ,曲线 Kilaba™b 0 & Ky (abcd) 的 边界 ,0 
是 下 一 个 例子 中 的 同 态 . 该 曲线 的 维 数 是 2logX/log2, 而 、 是 方程 
入 一 入 一 2 一 0 的 唯一 实 根 . 图 4. 12 示 出 了 该 曲线 的 第 0,4,8 GE 


Gg is 


图 4.12 龙 的 边界 KaCaba ^ !b ^ ),n—0,4,8. 
(4 4.9  Heighway 龙 曲 线 
设 S= (a.b.c,d),0sg X. 
a-*ab, b—cb, c—>cd, d—ad 


则 Va: 人 (xyyy X,Yy) xy E 2) d 8, — AER. 定义 


fa IS , -一 < 


图 4.13 Heighway 龙 曲线 KnGa) ,3 二 05.48 . 
fa) = 0,0) = — blc), falb) = (0, D =— fld 
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EWER A Le 有 具有 特征 值 1 上 +i. . 

这 伴 得 到 的 递归 曲线 是 熟知 的 龙 曲 线 , 它 是 JE. Heighway 
在 1960 年 左右 发 现 的 . 其 0,4.8 次 通 近 如 图 4. 13 BER. 

^ 0,—0, 80 E XL 

a—ba, b—bc, c—de, d-da 
SERO, 55 0, 有 相同 的 表示 . 由 注 记 30 ,使 en) 一 0 或 1, 任 何 序列 
sn) 决 定 一 条 曲线 K On) GO. 曲线 K[8,,, 0.0. GO] 已 为 
Davis(1970 年 ) 和 Mendes(1981 年 ) 等 所 研究 

例 4.10 令 S=(a,bc,d),9 定 义 为 

a—abadadab.  b—cbebadab,  c—chbebedadcbed, d—aded 
V. 是 4 一 不 变 的 . 3: ERR FEE EL. A I] 89 RK OW O8 3E 8 
的 内 部 . 它 填充 一 平面 区 域 , 如 图 4. 14 所 示 . 对 任意 非 空 词 W ,Dr 
(k (W))=2. 


图 4.14 填充 平面 区 域 的 曲线 ,前 6 次 通 近 
f»4.11 Hilbert 曲线 
设 S= ía, b.c.d SoS WKE. ELA 
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c(a)—b. ol(b)=c, c(c)—d. o(d)-a. 
ib cS pY Bi Geversal map) ,定义 为 

t)—s. T(VWO-IQONOXVO,. V.WES 
S 的 同 态 定义 为 | 

a—-baad, oto=0ort 
则 Vs 是 9 一 不 变 的 . 令 f 按 例 4. 9 定义 ,KL。 ] 是 多 边 形 映射 . 尽 
管道 近 曲线 Lr 改 [fa] 不 同 于 Hilbert 绘制 的 曲线 ,但 不 难看 出 它 
们 收 化 于 填充 同一 正方 形 的 曲线 KsCa) ,如 图 4.15 所 示 ， - 


ye $ : 


UABRALMS Hitber 
£i 4. 12x Ter X "I 
38 S= (a b.e) ESAE SUN 
a—>aba, b>bcb, c—cac. 

E S M LEX 

f(a)= (1.0), TIS ERE teo d. o 3) 
确定 了 一 个 扩张 表示 ,这 条 曲线 叫做 六 角形 蛇 皮 . Giler 38 (1979 
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年 ) 也 构造 了 这 一 曲线 . 


RARA 


UYY Y 


C207 


V 


$84.13 Koch 曲线 
设 S— (n,o.s,w,n',o',s' w').0 定义 为 
n-no'sn, 0 一 Own'o， s-*-snow, w-*snow, p=p0. 
这 里 pt 一 tpot' =t. ¥t=n,0,s wif, Hf) =fCw)= (1,0), 
fa)- Gl DOs Gd 3040 — E05 X Big 
TI E Ug — SERE OR 3 作 相似 倍数 ). Kels) 就 是 众所周知 的 
Von ,Koch 曲线 . 
例 4.14 广义 Koch 曲线 
设 S= fsili 一 0,19j= 一 0,1， ,5), 设 o;S ->S* 定 义 为 
e(si)siji, (mod6) 
t 0 xg XN 
So *S»S]S1:8$0* — S19— 8150 (Sq85,)8,94. — 0a o0 
同 构 fS con 定义 为 
f (si) — G+ 1) Cosxj/3,sinnj/3) 
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确定 -一 个 扩张 表示 . 递归 曲线 为 Ks(sw). Mandelbrot (1977 年 ) 曾 
所 可“ 种 不 同 的 方式 定义 这 一 曲线 ,其 维 数 Du Ka Csa) = log (4 
十 2 43 )/log4œ 1. 45. 其 1,2,6 
UOB EIER 4. 17 BER. 
NM 例 4. 15 Julia 曲线 
i$ S—í(sijli-0.1.2:j—0.1, 
… ,5),o X Bl 4.14 所 定义 . 设 同 态 
0 由 0o— 60 所 定义 , 且 
Soo 7 $29$6928 00804820 3810977 
8So5) 8158198140 (899) 


$3570(8,5282,5:,82,0 (81,2 


图 1.17 ) Xp SHEER 1.2.6 abbr 
Í Cs) = 2 Ccoszj/3.sinzj/3) 
冠 义 …- 个 同 构 且 确定 一 个 扩张 表示 . 递归 曲线 KeCsosozsoososo; 
s mE 4.18 所 示 . Julia fg 1918 年 就 考虑 过 这 一 曲线 . 其 维 
数 为 logX/log8, 这 里 和 是 
方程 入 一 17 和 十 27A-27 = 
0 的 唯一 实 根 . 
例 4.16 Cantor 集 
ib S-1ia.a)j,0E X 
" 
y a—-aaa, a-—raaa 
L 是 0 的 Frobenius X 
€— m.f£G)—£G)—1.K[* ] 
LS _ HG. 23» EH. Klaj— | 
图 Lis Julio 曲线 的 一 部 分 . 另 . -部 分 与 它 对 和 你 LO. 15. K[a]— €. JU HE 7C 
* 16 . 


华 等 于 伍 ). 由 命题 4.2” 工 ) 和 定理 4.7. L; Ka lait T —dp E 
ZR, [SIE Cantor &.D&4CGRsGO)?—1og2/log3. 

例 4.17 Sierprinski 万 有 平面 曲线 

i S$==(sisili=0.1,2,3)、5 定 义 为 okt 一 tlmod (4)， 其 中 
t5, BY s,.0 2E X. 00— 600, H 

8,79 8,8,84858583 848180 5 S, 848,84 
EA E E XN £0 =f G) 9 (coszi/2,sinri/2? ,120,1.2.3. E ff 
定 了 .%? 中 9 的 扩张 表示 . ORR K. JIES RETH R a I 
归 集 KG OE ZARIM] Sierpinski 万 有 平面 曲线 . 如 图 4. 19 所 示 ， 
其 维 数 Di(K,(s,))= 二 log8/log9. 


图 4.19 Sierpinski JJ 4 Y^ Bil E Kaos n2 1.2.3.4. 
令 Sk = 185581582583) N: Sg —> Sk 定 义 为 o) — 7c H Csa) 一 
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S981848484878 183808180» 则 KsCGo Bg 3: 8 S 3908 £X KO. CRH 
有 不 可 数 多 个 二 重点 . 

还 有 一 些 递归 集 的 例子 ,如 Gosper 曲线 ,Golomb 蜗牛 ,拓扑 
Markov 集 ,Penrose 模型 等 就 不 一 一 介绍 了 . 由 此 我 们 看 到 ,递归 
集 既 包括 了 自 相 似 集 和 自 仿 射 集 ,还 包括 了 下 节 我 们 将 要 介绍 的 

Eu. 随机 递归 集 与 复合 递归 集 

1989 年 ,武汉 大 学 文 志 英 等 将 Dekking 递归 集 的 机 制 随机 
化 ,研究 了 相应 随机 过 程 的 性 质 ,并 讨论 了 由 此 产生 的 随机 分 形 集 
及 其 维 数 ， 

设 aEs ,WES' ,|W|, 表示 字 母 a 出 现在 词 W 中 的 个 数 . 

ma lD Atela) l a,b€S 
M(D2. (ma(8)), a,bES 
M (6) 称 为 8 的 代 换 矩阵 . 

i& CO. FP) --Hi3& "ERI. (00,218 S E— Wf sr [8] 2p TR BJ 
随机 代 换 ,wE Nael. ZDSX BOT LB f.» 0, (90 — La Co) e f.p 
假定 9(Q CQ: dE 3&Q. AI 0,6 ER. 

jdX,—0, 50. 9 e Oi s Sa mL, ,La Ta =Ma Me. 
A 5 t Ar RIIDS MOLER S, 与 工 , 的 最 大 Lyapumov OL 
五 章 $ 5), 文 志 英 等 得 到 如 下 结果 

定理 4.8 设 Elog+ |8 | CocElog! | Ls! || <2 (E 代表 数学 
期 望 ),X,t>0 且 Q= 名 , 则 Y WeS' ,存在 紧 集 K,(W) 使 得 在 
Hausdorff 度量 下 ,几乎 必然 有 

S; 'K[X.(W)]>K.(W) n>% 
EKOA RRK. DEBERI E t h. 

定理 4.9 其 余 条 件 同 前 .车 Q 关 名, 词 WES' 至 少 包 含 一 个 

本 质 元 , 则 存在 非 空 紧 集 K,(W) ,使 得 在 Hausdorff 度 基 下 
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Sn EIXWII2KAW) n>% 

定理 4. 16 条 件 间 前 , 则 

Du CK, W)) t /A 

至 家 龙 等 引入 复合 代 换 的 概念 ,由 此 导出 复合 递归 集 . 这 类 集 
ir f Dekking 的 递归 集 , 同 时 还 可 以 生成 新 的 分 形 集 . IW] = 
o 为 词 W 的 长 度 , 空 词 q 的 长 度 记 为 0, 记 之 一 {9.6.19 为 S 上 
的 代 换 ,i= 1.2:. 

Hel 是 之 上 的 代 换 , 设 nE ELEA 
代 换 0,0, 8-9 S ab (0,0, C2). SELLE CH OS 一 
J - (9, 8, 2 — 0, --*9, .出 | 

:ab WO WES n ENICS 为 一 列 由 复合 代 换 生 成 的 
亲 .运用 它们 可 以 生成 复合 递归 集 . 

没 0 二 ig CM Mi= Gu m € S RUP meu X 
i] Ow 0p EUIS W, 的 个 数 ， | 
命题 4 3 UL Mu,M% 是 本 质 的 ,并 有 一 个 相同 的 左 特征 向 
其 . 则 ” 

0 lim[Ls (Go GO, 0*0) ]/ Odd? x Xi) 

&lim [Lw ( C0" 0,2200) ]/ Odd; x X9) Hoo 
Kd WeS.uceS .Lw(W) 表 示 词 W 中 出 现 W By t A 为 代 换 
SEE M. 的 最 大 特征 值 ,ds 为 4 在 oe"(0,) 中 出 现 的 密度 ,X; 为 代 换 
和 矩阵 M; 的 最 大 特征 值 ,i 一 1,2. 

i f:S->:22s(d=1,2), 则 [可 延 折 为 S 到 27 上 上 的 同 态 . 设 对 
任意 ,存在 线性 映射 Ly Lom 818 Le o ff 9 0. 

定理 4. 11 设 6 ,9 不 映射 到 空 词 .Lo ,LI 是 扩张 映射 , 则 对 
TER JE d] W, 存 在 紧 子 集 KCWOfE f£ Hausdorff 度量 下 
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lim (LOO KG? (99 CW) | 2 Kí,C€W ) 
并 且 KOW 55 K[ * ] 的 选择 无 关 , 是 一 曲线 , 称 之 为 复合 递归 曲 
线 . ' 


上 述 结论 还 可 推广 到 任意 的 字母 集 上 . 
$5 Eon 6E 


近年 来 ,人 们 在 一 些 非 线性 动力 学 系统 中 发 现 了 一 类 重要 的 
奇异 集合 , 称 作 胖 分 形 (fat fractal). 本 节 将 介绍 有 关 胖 分 形 的 几 
个 问题 . 

一 . 胖 分 形 与 分 形 指数 

胖 分 形 是 指 有 分 形 边界 且 Lebesgue 测度 不 为 零 的 集 . 这 一 概 
念 是 昂 伯 格 (D. K. Umberger) 和 法 默 (J. D. Farmer) 在 1985 年 首 
先 提出 的 . 

胖 分 形 的 勒 贝 格 测度 为 非 零 有 限 值 , 维 数 为 整数 是 与 所 在 欧 
氏 空 间 维 数 相 等 .条 此 ,分 维 已 不 是 描述 胖 分 形 的 敏感 参数 , 通 党 
需 引 入 胖 分 形 指数 来 刻画 它 . 

设 一 迭代 过 程 的 不 变 集 为 一 胖 分 形 FF, 其 所 有 尺寸 小 于 。 的 
孔 所 构成 的 粗 粒 集 记 作 A. 则 对 每 一 个 充分 小 的 。, A 的 勒 贝 格 
测度 (面积 ) 

BCA) = p tiA) (4. 30) 

其 中 p=limpCA,) 是 极限 集 F 的 勒 贝 格 测度 . 而 CA T i 
因此 ,这 一 测度 可 用 来 刻画 胖 分 形 . 目前 ,已 有 刻 划 胖 分 形 的 几 个 
标 度 指数 ,一 个 指数 B 由 下 述 标 度 特征 定义 . 

B CAO — ppt AP (4. 31) 
这 种 情形 , 标 度 指数 
a 80 。 


B— limInf CA /Ine—limln |u CA, 一 po | /Ine. 

上 式 提 供 了 刻画 胖 分 形 的 一 个 有 用 参数 . SHREBERUR G3DUI 
立时 ,上 式 仍 能 产生 一 个 有 用 的 数 B. 例如 , 当 e CAO — ps e| Ine | 
3X i, 3-1/ Ine | 或 p64 十 e-!'/e 时 ,可 以 得 到 B 分 别 等 于 0 或 0. 所 以 
B 的 变化 范围 为 0 二 B 二 co， 对 于 非 分 形 ，B 二 00; 对 着 分 形 ,po 二 0. 
这 时 (A 二 A8,f(AD~e?,d 是 F 所 嵌入 的 欧 氏 空间 的 维 数 ， 
Dr<d ,这 表明 了 是 集 的 分 形 余 维 数 . 因此 ,对 胖 分 形 ,产生 不 同 的 
分 形 指 数 , 每 一 种 都 可 看 作对 应 分 维 的 推广 . 

格 里 波 基 (C, Grebogi) 等 采用 了 男 一 方法 来 定义 粗 粒 集 , 其 
实质 是 闵可夫 斯 基 密 度 , 在 瘦 分 形 的 情形 对 应 容量 维 . 

设 S 是 一 集合 ,SC(e) 表 示 用 8 加 胖 S 生长 成 的 集 , 它 是 原 集 加 
上 与 S 的 距离 不 超过 se 的 所 有 点 组 成 的 集合 , 即 

S()—SU (x [dx S) e) (4. 32) 

它 就 是 第 三 章 定 义 的 闵可夫 斯 基 “ 香 肠 ”. 令 SC(e) 一 SCe)NS 表示 从 
胖 集 S(e) 中 削 去 原 集 S 后 所 剩 部 分 ( 即 长 胖 部 分 ), pp (S Ce)] 
表示 S (e) 的 d 维 勒 贝 格 测度 ， 其 外 容量 维 数 定义 为 


d, limInu[ SCe) J/lne. (4. 33) 
描述 胖 分 形 的 另 一 指数 a 由 下 式 定义 
a=d—d,;=d—limlng[S(e) ]/Ine | (4. 34) 


0xCascd. 它 在 描述 分 形 集 边界 的 性 质 时 起 着 容量 维 作用 . 

1986 年 ,法 默 和 昂 伯 格 将 胖 分 形 所 在 的 d 维 空间 划分 成 大 小 
为 的 网 格 ,通过 含有 胖 分 形 中 点 的 所 有 d 维 * 方 块 ”和 网 格 标 度 ， 
给 出 了 胖 分 形 的 另 一 指数 ?,0< ys<d. 它 对 应 于 瘦 分 形 的 盒 维 数 . 

根据 8 的 定义 ,似乎 只 对 有 和 孔 这 一 类 分 形 结构 的 集 才 是 可 用 
的 ,而 «与 7 对 任意 集 有 定义 (如 分 形 河流 结构 ). 实际 上 8B 对 任意 
集合 也 是 有 定义 的 
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给 定 一 个 分 形 集 ,可 能 有 的 指数 比 别 的 指数 更 易 求 得 . 另 一 问 
题 是 ,在 全 究 翌 分 形 集 的 性 质 时 ,哪个 参数 “更 好 ?? 要 解决 这 些 问 
统 . 有 必要 对 三 个 指数 进行 比较 , 找 出 它们 之 间 的 关系 . 1986 年 ， 
f e£ (i TE CR. Eykholt) 等 得 到 如 下 结果 ， 

命题 4.4 在 中 的 任意 胖 ( 或 瘦 ) 分 形 ,Y 二 a. 

这 “结果 说 明 a 和 ?是 相同 的 分 形 指数 ,在 研究 胖 分 形 的 这 
两 个 指数 时 .只 要 求 出 其 中 之 一 就 行 了 . 

为 了 求 出 a 与 B 间 的 关系 ,将 (4，30) 式 改 记 作 ps CAD = 
以 十 (A). 另 一 方面 ,车 用 se/2 加 胖 集 A,, 它 将 使 半径 大 于 的 筷 
收缩 .增加 的 测度 记 作 gCAD, 则 pA 二 pof CAO -gCAO Hi IG 

a= limln[f CAO Fg CAO ]/Ine 
Gt 

- B=limlng(A.J/lne 
jl osd. 且 可 以 得 到 

命题 4.5 对 .经 中 任意 胖 ( 瘦 ) 分 形 ,a 一 min{1B, B «B. 

从 上 述 命题 可 得 到 两 个 重要 结论 ,首先 它 确定 了 epo. 
它 说 明 或 a 一 B 或 a 二 .因此 , 当 a 与 B 不 同时 ,B 由 小 孔 决 定 ,而 a 
由 大 和 孔 决 定 , 对 ox 中 的 胖 ( 或 着 ) 分 形 , 还 可 以 给 出 更 细致 的 结 

二 . 胖 分 形 的 几 个 例子 

例 4.18 具有 胖 分 形 特征 的 康 托 持 集 和 康 托 曲 线 ， 

最 近 ， 汪 富 泉 和 李 后 强 构造 了 一 类 具有 了 胖 分 形 特征 的 康 托 尘 
集 并 计算 了 它们 的 分 形 指数 ,由 此 讨论 了 康 托 曲 线 即 平面 上 有 面 
积 的 曲线 的 胖 分 形 特征 . 

设 ;, 二 [0.1] 表 示 单 位 区 间 . 像 构造 经 典 的 三 分 康 托 集 一 样 ,第 


-p ,将 1 分 成 三 段 , 其 长 度 Eaa 以 ,证 (1 一 A) 为 任 一 
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常数 ,0< 3. 去 掉 中 间 长 度 为 》 的 一 段 ,得 到 的 两 条 线段 记 作 
.第 二 步 ,将 工 中 每 一 直线 分 成 三 段 , 对 应 长 度 为 了 (1 一 一 X?)， 
Ly Lacacao. 去 掉 各 自 中 间 的 一 段 , 其 长 度 之 和 为 儿 , 留 下 
的 四 条 线段 记 作 LE 6 ,已 经 作成 , 归纳 地 ,第 j 步 ,从 11 的 每 一 
线段 中 去 掉 中 同 长 为 2 ON 的 一 段 ,去 掉 线段 长 度 之 和 为 Ni, 得 


到 的 集 1 ,由 2 A COS OL 20/2 的 线段 组 成 .j 一 1.2…-. 显 


RILDI .j70,1,2, 7. RER I= NI. ij 一 ce 时 .5 中 线段 的 长 
度 趋 于 0. 由 I 的 构造 知 .1 与 经 典 三 分 康 托 集 是 拓扑 等 价 的 . 即 它 
们 有 完全 不 连通 、. 紧 致 不 可 列 , 非 稠密 、 自 稠密 等 拓扑 性 质 . 但是， 
两 集 的 几何 性 质 却 有 很 大 差异 ,经 典 三 分 康 托 集 款 贝 格 测度 为 0， 
分 维 为 tn2/ln3. 而 1 有 正 的 有 限 勒 贝 格 测度 


TD 

DO) —1. 由 此 知 1 是 一 个 胖 分 形 集 . 

这 类 集 可 以 推广 到 A 中 更 一 般 的 情形 . 设 B 是 单位 d 维 立 
方块 (二 1,2,3 时 ,分 别 对 应 单位 区 间 , 单 位 正方 形 和 单位 立方 
Bo. 从 B, 中 除去 d 个 形状 相同 ,体积 相等 的 d 维 长 方 体 . d2 
时 ,这 些 d 维 长 方 体 两 两 正 交 , 其 交集 为 一 d 维 立方 体 ,(d=2 np. 
制 去 部 分 组 成 一 个 十 字 带 ,d= 二 3 时 , 割 去 部 分 就 像 三 个 正四 楼 柱 
作成 的 空间 直角 坐标 系 ). 控 去 部 分 体积 之 和 为 c,0<c<]1 为 任 一 
常数 . 第 一 次 所 得 图 形 B, 由 2^ 个 边 长 相等 的 完全 不 连通 的 d ZEE 
立方 块 组 成 . 第 二 次 对 B 的 每 个 小 立方 体重 复 上 一 步 的 作法 ,使 
得 割 除 的 体积 之 和 为 ko. k 是 任意 常数 (0<Kk<1) RRA- KH 
除 的 体积 与 前 一 次 割 除 的 体积 之 比 . 不 断 重复 这 一 -过 程 以 至 无 穷 ， 
极限 图 形 由 A 中 一 些 离 散 的 点 组 成 .它们 有 着 无 限 嵌 套 的 几何 
结构 ,是 一 类 分 形 集 , 记 作 Bd. k,0). EHS% d.k, o 决定 ,其 勒 
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贝 格 测度 


p (BG, k.o)) =1— Doki=1—0/(—k) 
j=0 : 


当 o 十 k 二 1 时 ,2B)>0，B 为 胖 分 形 集 . 我 们 得 到 该 集 的 Haus- 
dorff 维 数 


d o<1—k 
D«(BG ks) [oi ca pe) sik 
它们 的 两 个 分 形 指 数 
| 一 Inky/in2 0<<o<1 一 k 

— ld—1n2?/In(2/k!) 0 一 1 一 k 
d Q«Co«c1—k 

— iIn22/In(2/k!*) 5 一 IT 一 K 


当 d=1,o=k 一 时 ,了 就 成 为 贡 康 托 集 工 

= d=2,0=1/4,k=1/2 时 ,将 B 中 的 点 以 某 种 方式 顺 次 连 
结 ,得 到 的 康 托 曲 线 C, 勒 贝 格 测度 OSL. 即 C 是 一 条 有 面积 
的 曲线 . 它 是 拓扑 学 中 的 一 个 著名 的 反例 ,我 们 已 对 其 胖 分 形 特征 
进行 了 计算 和 讨论 , 它 的 维 数 和 指数 与 对 应 尘 集 相 同 . 

下 面 我 们 介绍 动力 系统 中 的 胖 分 形 集 ,其 中 涉及 的 轨道 、 混 
沌 .周期 点 .哈密 顿 系统 , 耗 散 系统 等 概念 ,将 在 第 五 章 给 出 . 

例 4. 19 动力 系统 混沌 轨道 为 胖 分 形 的 例子. 

1985 年 , 晶 伯 格 和 法 默 研究 了 4 种 映射 送 代 的 混沌 轨道 的 胖 
分 形 ,最 著名 的 是 奇 里 科 夫 一 泰勒 (Chirikov 一 Taylor) 标 准 映射 

pisi —p;— (k/2x)0sin(2zq)) 

e ere. 
其 中 p 和 9q 对 模 1 取信 | 

在 双 振子 问题 中 ,这 个 映射 对 应 于 一 个 特殊 情形 , 即 其 中 一 个 
振子 是 自由 振 蕊 ( 即 有 常数 周期 ,与 第 二 振子 具有 脉冲 单 向 耦合 ) 
的 情形 . 它 描 述 了 周期 分 离 转子 , 磁 瓶 中 的 粒子 俘获 及 许多 其 它 物 
” 理 问题. 
| ko 时 ,系统 是 可 积 的 且 所 有 轨道 落 在 不 变 曲 线 之 中 . 但 
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是 当 k>0 时 ,对 应 于 周期 运动 的 不 变 曲线 消失 . Ea SUE ROPRA 
定 的 椭圆 周期 点 ,转向 非 稳 定 的 双 曲 周期 点 ,形成 混沌 轨道 . - 
典型 的 例子 如 图 4. 20 所 示 ， - 
在 能 量 曲面 的 子 集 上 徘徊 ,遍历 的 
然而 确 未 完全 复 盖 它 ,图 中 的 孔 眼 
是 与 稳定 周期 轨道 关联 的 “稳定 
岛 ” 它们 是 由 于 不 变 曲 线 环绕 稳定 
周期 点 运动 引起 的 ,并 排斥 周围 的 
混沌 轨道 .还 有 许多 的 岛 链 ,对 应 着 
0. 不 同 的 周期 轨道 和 稳定 点 的 级 联 ( 
图 4. 20 标准 映射 的 混沌 轨道 ^^ hierarchy). 岛 链 周围 还 有 岛 链 ,以 
至 无 穷 . 孔 眼 的 级 联 组 织 导致 围绕 它 的 混沌 轨道 在 所 有 标 度 上 都 
具有 精细 结构 ,因而 这 些 轨道 是 分 形 . 但 是 这 些 分 形 不 同 于 耗 散 系 
统 中 的 分 形 集 . 最 本 质 的 区 别 是 它们 具有 正 的 面积 ,因而 是 胖 分 
形 . 昂 伯 格 和 法 默 等 人 的 研究 表明 很 多 哈密 顿 系统 中 的 混沌 轨道 
都 具有 这 一 特征 . 
四 种 不 同 映射 取 各 种 参数 值 时 的 混沌 轨道 胖 分 形 的 分 形 指 数 
和 面积 如 表 4. 1 所 示 . 
例 4.21 量子 混沌 的 胖 分 形 


a 


€ 


1 


0 


XrPSOABE.I-0,—1«xox 
0.31S,—S,,0—0 A o —1 
时 ,分 别 对 应 于 不 同 模型 ,它们 
有 不 同 的 胖 分 形 指数 好 与 s 的 
| 关系 如 图 4.21 所 示 . 半 经 典 波 
省 一 一 一 一 函数 的 自 相似 标 度 性 质 生动 地 
展示 了 它们 可 积 与 不 可 积 的 本 
it EAE SIC UI TE up FH BE AE: d 
数 描述 . 


图 4.21 胖 分 形 指数 8 
` 与 s 的 关系 
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表 4.1 几 种 映射 的 胖 分 形 指数 p 和 勒 贝 格 测度 o 


测试 系统 8 po 
标准 映射 (Kk 一 1. 1) 0. 5430. 04 0. 5573-0. 002 
标准 映射 人 一 1. 25. 0. 68:0. 05 | 0. 392-0. 002 
标准 映射 (k=1. 3) 0. 55 £0. 03 . 0.61940. 002 
Henon Bt (a= 0. 32) 0. 550. 05 /—— 0.38840. 003 
摄 动 标准 映射 (k= 二 0.9》 0. 32 土 0. 05 0. 080 土 0. 0004 
简化 Ulam Bf (m 10) 0. 650. 07 .0. 688+ 0. 0006 


1986 年 ,中 村 (K. NaKamura) 等 研究 了 “不 可 积 交换 偶 三 旋 
体系 ”中 半 经 典 波 函数 量子 混沌 的 胖 分 形 .采用 的 哈密 顿 算 符 为 

H=J È (S Satos ShO OO 
胖 分 形 的 例子 还 有 二 次 映射 xa p — x2. ERT 0, (9, HoH 
ssing. ) (mod2r) 及 人 体内 的 血液 循环 等 . 在 自然 界 中 也 广泛 存在 
胖 分 形 . 例如 ,固体 催化 剂 、 蛋 自 质 和 酶 的 粗糙 表面 、. 材 料 的 断裂 
IE] .起 伏 的 大 地 表面 .陶瓷 .无 机 超 导 材 料 Hr dem RE LIC BL gui 
积 等 都 与 胖 分 形 有 关 , 翌 分 形 的 发 现 ,为 人 们 认识 丰富 多 采 的 大 自 
然 提 供 了 一 个 新 的 视角 与 层面 . 
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混沌 动力 系统 与 分 形 


混沌 动力 系统 的 奇异 吸引 子 往往 是 典型 的 分 形 . 奇异 吸引 子 
研究 是 近年 分 形 理论 中 最 活跃 和 最 有 吸引 力 的 一 个 领域 . 1963 年 
洛 伦 兹 发 现 第 一 个 奇异 吸引 子 ,1975 年 Li 一 Yorke 给 出 混沌 定 
义 , 同 时 期 Mandelbrot 开创 分 形 几 何 ,这 决 非 偶 然 . 分 形 与 混沌 这 
两 个 学 科 之 间 存 在 着 根深 蒂 固 的 联系 . 

在 动力 系统 中 ,可 看 到 数学 与 自然 竟 是 如 此 融洽 . 分 形 与 混沌 
跨越 了 不 同学 科 领 域 之 间 的 鸿沟 ,已 把 看 上 去 那些 毫 不 相干 的 东 
西 拉 到 一 起 来 了 . 本 章 内 容 包括 :混沌 动力 系统 ;分 形 吸引 子 与 排 
斥 子 ;Julia 集 和 Mandelbrot $; p 2 RA 3& (C iilo PE 9 EE HELD 
从 倍 周 期 分 岐 通 往 混沌 的 道路 ……. 


U 动力 系统 的 基本 概念 


动力 系统 的 概念 来 源 于 常 微分 方程 稳定 性 理论 的 研究 . 考虑 
定义 于 UU 上 的 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 
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| 至 =9Go) (5.1) 

x(0)-—x, 
AF o EZ 8I B E MES nT SE BR SEL Boc C' (o, R), 
x, € 9r. A Srl t JR G. 1) 的 解 pt,xo) 总 是 局 部 存在 的 . 如 果 o 满 
是 一 定 的 条 件 , 则 解 p(t,xo) 可 以 延 拓 到 Y c€ R 和 x € on. 改写 
为 p(t,x), 它 应 满足 关系 ， 

(1 pO0x) =x, VEZ (5. 2) 

(I)0QG-Ftox0—9[s,q(,3)], Vs,tER, x€ (5.3) 
WEEROM DRI oe: Rx AA Xy 90 中 的 动力 系 
统 (或 流 ). 给 定 x € 9!, 点 集 | 


Orb,GO — (etx) |t€ R) Ce (5.4) 
称 作 流 9 经 过 点 x 的 轨道 . 

d X=(S,2 ) 是 一 个 拓扑 空间 ,9:RXX->X H 9 满足 

| I )9(0,x) 一 x， YXEz (5.5) 


[Cplstt,x) =9s, pt,x)), Vs,t€R, x€z (5.6) 
则 e 称 作 X 上 的 一 个 拓扑 动力 系统 . 若 X 是 CH 微分 流 形 ,ep 是 连 
续 映 射 (或 具有 直到 k 阶 的 连续 导数 ), 则 称 p 为 X 上 的 C'GEBD 
动力 系统 (或 C* 阶 微分 动力 系统 ). V +ER; 由 p(x) 二 p(tyx) 定 义 
了 一 个 连续 (或 C") 映 射 ,p.:X 一 X, 它 满足 

(CI )q,=id (5. 7) 

(I2g,,,—9*49, Vs.t€R (5.8) 
式 中 id 表示 恒 等 映射 ,“。” 表 示 映 射 的 复合 . 由 此 可 见 ,V tER， 
p 有 递 映射 g-o EE 9 是 一 个 同 胚 (或 C* 微分 同 胚 ) 映 射 . 从 而 ， 
连续 动力 系统 作成 一 个 单 参数 变换 群 ,参数 取 值 范围 是 实数 加 群 
(R,+). . 

对 连续 动力 系统 9 进行 离散 采样 ,考察 每 隔 一 定时 间 间 隔 * 
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时 系统 的 状况 ,得 到 一 个 双边 序列 


9 ao 9-6 Po = id 9:93 t (5. 9) 
这 序列 由 同 胚 f= o. 生成 : 

P= Pr e Pr oro r= f o f oso o f= f" (5. 10) 

Qum 9 e Quo tmo guum e fT? omn o fT =E (5.110) 


9. 称 为 流 9 的 时 刻 c BUM. EIE c 1 时 ,qi 称 为 9 的 时 刻 1 映射 
一 般 地 , 任 一 同 胚 (或 C^ 微分 同 胚 )f, 未 必 是 某 个 动力 系统 的 时 刻 
rt 映射 ,但 它 也 能 生成 一 个 双边 序列 

...... 一 1 人， 
E f—id, F=f f, f+ 二 (1!)*. 该 序列 显然 满足 

C I 9f? — id (5.12) 

CIDP =f f, Yk EZ ` ` (5.12 
与 连续 动力 系统 的 情形 相 类 似 ,这 种 由 同 胚 (或 Cx 微分 同 胚 ) 生 成 
的 双边 序列 称 作 离散 动力 系统 . 它 也 是 一 个 单 参数 变换 群 ,参数 取 
值 范围 是 整数 加 群 (Z, 十 ). 集合 


Orb; (x)= {F (x) |kEZ)} (5.14) 
Orbr (x)= (ffGO |k€ Z4} (5.15) 
Orbr (x)={f"(x)|kE€ Z} (5.16) 


分 别称 作 离散 动力 系统 f 过 点 x 的 轨道 , 正 半 轨 和 负 半 轨 且 显然 
有 

Orb; G0 —Orb£ (x)UOrbr (x) 

若 存 在 nEN ,使 得 后 (x) 一 x, 则 称 x Js fj Poo 
=x 的 最 小 自然 数 n 称 为 x 的 周期 .特别 ,周期 为 1 的 点 x 称 为 f 
的 不 动 点 ,满足 f(x) 二 x.{ 的 周期 点 集 与 不 动 点 集 分 别 记 为 
Per (Dll Fixa), HRE 

Fix ({)CPer(f) (5.17) 

过 周期 点 的 轨道 称 作 周期 轨道 . 一 条 轨道 为 周期 的 当 且 仅 当 它 是 
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有 限 轨 道 . 


集合 

w(x)= A {f*Cx) |k >n} (5. 18) 
a(x) 一 n. (f^* GO |kZn) (5. 19) 
L(x)=o(x) Wa(x) LXO)-— Y L(x) (5. 20) 


分 别称 作 轨 道 Orb, GOR w 极限 点 集 , 极限 点 集 和 被 限 点 集 . 由 
定义 知 ,w(x),a(x) 和 L(x) 都 是 闭 集 . E z 是 紧 致 的 , 则 


w(x) 5 alax FG ,YY x€ X (5.21) 
设 xE€EX, 若 存在 x 的 邻 域 U ,使 得 
(UNU=G,Y kEX\O) (5. 22) 


则 称 x Ref 的 游荡 点 ,否则 若 对 x 的 任意 邻 域 U ,都 存在 kEX(Ck 
+0), fi f F*CUO ()U s 5, Wi] x PRIE £5 3EUT US A. £ 的 全 体 非 游 
荡 点 的 集合 记 作 QCOD. 由 定义 知 0(f) 是 闭 集 , 而 游荡 点 的 集合 是 
开 集 . 不 难 验 证 ,VY x € X;oG0 COX(D B. a G0 COD. 24 38:1 25 [8] 
X EK stp. 000262. 

集合 ACX re ERR SS LR x € A, Hj Orb; GOC A. Bi 
此 知人 为 f 的 不 变 集 当 且 仅 当 fCAD)CA ,EC(A)CA. 它 等 价 于 
fCA )== 信 .可 以 证 明 ,Orbi(x) wlx), a(x), Perc) ,Fix(f),Q(f) 等 
都 是 {的 不 变 集 .车 人 是 {的 闭 不 变 集 ( 非 空 ORAE 
不 变 真子 集 , 则 称 人 为 f 的 极 小 集 . . 

设 GCX( 或 R!),f:G->G 是 连续 或 C* 映射 ,个 表示 {的 第 k 
次 迭代 , 则 和 迭代 序列 | 

f'—id f! f2, | (5. 23) 
称 作 拓 扑 半 动 力 系统 或 C^ 微分 半 动 力 系统 . 这 时 可 引入 与 离散 动 
力 系统 类 似 的 概念 . 只 不 过 这 时 一 般 只 能 涉及 非 负 整数 的 迭代 , 因 
而 轨道 只 相当 于 原来 的 正 半 轨 

。g0。 


Orb; — (f*G0 |kEZ,} 
只 能 讨论 o 极限 点 集 而 不 能 讨论 WRR. 游荡 点 与 非 游 荡 点 
的 定义 只 能 涉及 正 次 数 的 迭代 . {的 不 变 集 人 应 满足 的 关系 变 成 
f(A)C A ,其它 有 关 的 定义 也 要 作 相 应 的 修改 . 

半 动 力 系统 轨道 的 一 个 特殊 现象 是 可 能 出 现 非 周 期 的 有 限 轨 
道 , 例如 x € Per D ,但 可 能 存在 mEN, 使 得 名 (x)EPer(f ,那么 
Orbr(x) 就 是 非 周 期 的 有 限 轨道 . 为 了 区 分 周期 的 和 非 周期 的 有 限 
轨道 , 需 引入 以 下 新 的 概念 . 

AE mE Z, 8 f" G0 € PerCD , WIR x 为 f 的 终于 周期 
点 江 的 终于 周期 点 的 集合 记 为 EPer(f), 显然 

Perf) CEPer (D = UZ. f" CPer(f)) (5. 24) 
经 过 终于 周期 点 的 轨道 称 作 终于 周期 轨道 . 对 于 半 动 力 系统 ,一 条 
轨道 为 有 限 轨道 的 充 要 条 件 是 它 为 终于 周期 轨道 . . 

maig Su A # xe€G.NIVkeZ,. POEG. HE xia), 
fx) ,… 当 作 时 刻 0,1,2,… 时 某 一 量 的 值 , 则 时 刻 k 十 1 时 的 值 可 
LAA BTA k 的 值 通 过 函数 给 出 . 比如 油井 锁 探 时 在 旋转 钻头 上 冲 
ih SA REA xs m FO. 了解 这 样 的 分 布 对 于 预测 钻头 
不 均匀 磨损 有 帮助 . 如 果 一 种 昆虫 种 群 有 不 连续 的 增长 , 则 第 十 
1 代 种 群 规模 可 以 用 广义 逻辑 斯 蒂 方 程 Xi um nk 1—x/k XR. 
此 外 ,在 我 国 辕 定 资产 投资 计划 实行 “ 氛 改 贷 ” 以 后 ,服从 一 定 利息 
和 税务 条 件 的 投资 额 也 可 以 用 这 种 形式 表示 , 比如 建设 项 目 按 复 
A L 计 息 投资 ,一 次 贷款 Zo, 同 时 起 息 , 建 设 周 期 n 年 , 则 应 偿还 
的 投资 额 Z 二 Zo(1 十 Ls)" ,分 年 度 的 偿还 额 为 

Za4i—O-TL2Z; k=0,1,.…,n—1 . | 
只 不 过 这 是 一 个 线性 动力 系统 , 它 不 同 于 逻辑 斯 蒂 模 型 ,也 不 产生 
混沌 . 

自然 现象 中 有 很 多 这 类 的 例子 ,因此 , 半 动 力 系统 的 理论 有 着 
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广泛 的 应 用 ,而 且 自 然 界 的 动力 系统 大 多 是 非 线性 的 , 它 常常 伴生 
混沌 . | | 
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近年 来 ,混沌 理论 由 于 广泛 的 应 用 而 引起 人 们 极 大 的 兴趣 . 分 
形 几 何 学 与 现代 混沌 理论 有 着 密切 的 联系 . 首先 ,分 形 几何 学 中 的 
标 度 不 变性 与 现代 混沌 理论 有 明显 的 相同 之 处 . 混沌 理论 揭示 出 ， 
许多 现象 即使 是 遵循 严格 的 确定 性 规则 ,但 长 期 仍 是 无 法 精确 预 
测 的 . 诸如 大 气 滑 流 或 人 的 心脏 跳动 之 类 的 混沌 事件 在 不 同时 间 
标 度 上 表现 出 相似 的 变化 模式 ,这 与 具有 标 度 不 变性 的 物体 在 不 
同 的 空间 标 度 上 表现 出 相似 的 结构 模式 十 分 相 象 . 尤 金 斯 (H- 
Jirgens ) 等 认为 分 形 与 混沌 之 间 存 在 的 一 致 性 并 非 蛋 然 ,这 种 一 
致 性 背后 存在 着 根深 蒂 固 的 联系 . 分 形 几何 就 是 混沌 几何 . 

分 形 与 混沌 虽然 有 着 一 致 性 ,但 是 它们 还 有 着 各 自 不 同 的 特 
点 . 混沌 是 一 种 动态 过 程 , 它 当然 与 Hausdorff 维 数 、Mandelbrot 
的 分 形 与 分 维 有 差异 . 混沌 也 不 同 于 分 歧 (bifurcation) 问 题 . 为 了 
更 好 地 分 析 分 形 问题 , 有 必要 了 解 混沌 理论 的 一 些 基 本 概念 ,以 党 
握 分 形 与 混沌 的 联系 与 差异 . 

简单 地 说 ,* 混 沌 ?现象 表示 某 种 紊乱 的 、 不 清楚 的 或 不 规则 的 
现象 . 怎样 正确 地 刻画 混沌 现象 ? 却 经 历 了 长 期 的 探讨 ; 1987 年 美 
国 圣 克 重 斯 (Santa Cruz) 加 州 大 学 动力 系统 研究 小 级 的 4 位 教授 
在 4 科学 美国 人 》 上 发 表 《混沌 现象 } 一 文 ,对 混沌 现象 给 出 了 通俗 
的 刻画 :“ 混 沌 现象 是 丝毫 不 带 随机 因素 的 固定 规则 产生 的 ”. 它 说 
明 混沌 作为 一 种 动态 过 程 也 不 同 于 随机 过 程 . 文中 用 两 个 例子 分 
析 了 混沌 过 程 . 第 一 个 例子 是 用 面包 师 揉 面团 的 方式 来 说 明 混沌 


动态 的 . 面包 师 将 一 滴 蓝 色 食 品 着 色 剂 放 在 面团 中 , 先 把 面团 措 . 
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平 ,然后 折 杰 ,重复 操作 一 段 时 间 以 后 ,面包 中 出 现 很 多 蓝 白 相间 
的 层次 . 实际 上 ,如 此 操作 20 次 以 后 ,就 将 液 滴 的 长 度 拉 长 到 100 
”万 倍 以 上 ,而 其 厚度 减 小 到 分 子 水 平 . 这 种 工序 相当 于 一 种 拉 长 后 
弯曲 成 马蹄 形 落 在 原 域 的 映射 ,其 实质 是 著名 的 斯 梅 尔 马蹄 形 映 
射 . 

第 二 个 例子 是 自来水 龙头 滴水 实验 . 有 时 连续 水 滴 的 时 间 间 
隔 可 以 非常 一 致 ,但 是 当 水 流速 度 稍稍 高 一 些 时 ,水 滴 的 方式 常常 
不 再 重复 . 而 在 很 长 时 间 以 后 ,两 水 滴 之 间 的 间隔 可 能 要 多 小 有 多 
小 ,同时 也 会 出 现 很 不 接近 的 间隔 . 这 一 现象 的 实质 ,就 是 周期 3 
蕴含 混沌 的 Li 一 Yorke 定理 . 

下 面 我 们 介绍 相关 的 问题 . 

一 . 结构 稳定 性 与 局 部 结构 稳定 性 | 

本 节 假 定 X,Y 是 C GZ20 OT LE G0 时 即 为 通常 拓扑 
空间 ,混沌 动力 系统 中 研究 最 多 的 是 r*=1 的 情形 ). Diff OO SER 
X 到 自身 的 C 的 微分 同 胚 映射 的 集合 ,C'(X,Y) 表 示 X 到 YY 的 
C 微分 同 胚 映射 的 集合 (r=0 时 即 同 胚 ). 

设 f€EDIiff(X)、g€ Diff' CY) , ZEE hC C'OG YO ,假设 

he f=g°h (5. 25) 
即 下 列 图 表 可 交换 


X——X 
d |e 
Y ——-Y 
则 称 f 与 g 61 3E SRL. 
MIRRE- TERR. h ESAE EE x 点 的 轨道 变 成 系 
统 g 过 h(x) 点 的 轨道 , 即 
hlOrbi(x)) —Orb, Ch GO) (5. 26) 


把 轨道 Orb: CO HJ w( 或 ?极限 点 变 成 Orb, Ch GOO RS] Cit cO REIR. 
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hos(x)) 一 as(hCx)) (5. 27) 
hla (x) =a, (h(x)) (5.28) 
把 {的 n 周期 点 变 成 g 的 n 周期 点 ,把 f 的 非 游荡 点 变 成 g 的 非洲 
荡 点 . 总 之 ,两 个 拓扑 共 思 的 动力 系统 ,有 相 闻 的 轨道 结构 ,因此 这 
两 个 系统 可 以 认为 是 相同 的 . 类 似 地 可 在 非 游荡 集 OQ 上 讨论 Q 共 
Hg. E 
设 fE Diff(X) , 若 存在 { 在 Diff'(X) 的 C: 拓扑 中 的 邻 域 2 ， 
假设 Y ge 77 885 f 3adh3cSu WAR fie C' 结构 稳定 的 . 
为 了 研究 混 汪 动力 系统 的 分 形 问题 ,需要 讨论 {在 不 变 集 信 
上 的 结构 稳定 性 和 在 某 点 的 结构 稳定 性 . 
设 UCX.f€ CU 304 U 到 {CU) 的 微分 同 胀 ,人 CU 是 
f 的 一 个 紧 致 不 变 集 ,d 是 与 X 的 拓扑 相 容 的 任 一 个 距离 , 称 f 在 
人 是 C' 结构 稳定 的 ,如 果 Y c0, TP TET YEC'CU DO PRR K, 
EV g€ € ,存在 g PEFR ACU 和 
h:A— 人。 
满足 1)d(h(x),x)<e, -V xE ANG 
TI)h。flA=g"hlA, 即 下 述 图 表 可 交换 
Ae 
| 小 
A.— Ae 
称 { 在 PEU 是 局 部 结构 稳定 的 ,如 果 对 P 点 的 任意 邻 域 
VCU ,存在 f 在 C'(U,X) 中 的 邻 域 ,假设 VY g€% ,都 在 某 点 
qEV 与 f 在 P RARI. 
结构 稳定 性 问题 ,就 是 研究 什么 样 的 微分 动力 系统 在 “小 拢 
动 ”* 下 不 改变 它 的 轨道 结构 . 但 是 ,实际 上 ,有 很 多 非 线性 系统 , 即 
使 简单 光滑 函数 的 近代 ,在 “小 扰动 * 下 ,轨道 结构 都 将 发 生 很 大 的 
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变化 ,往往 产生 整体 结构 的 稳定 性 和 局 部 不 稳定 性 ,这 种 轨道 常常 
具有 分 形 的 特征 . 

例 5.1 逻辑 斯 蒂 (Logistic) 二 次 函数 

f(x)—=rx(1—x),x€E[0,11,0R<r<<4 (5. 29) 
HRR 这 个 函数 是 生态 学 中 一 个 非常 重要 的 模型 ,生物 种 群 的 繁 
本 常常 可 用 它 描述 . 当 参 数 r 较 小 时 ,对 于 任 取 的 初始 点 xo HE 
{xs|n€E2,} 将 趋 于 一 个 点 .但 是 当 r 慢 慢 变 大 而 超过 3 时 ,轨道 趋 
向 一 对 周期 2 的 点 . 再 变 大 而 超 某 一 数 时 ,轨道 趋 于 一 组 周期 4 的 
点 ,然后 随 r 的 逐渐 变 大 ,轨道 将 趋 于 一 组 周期 27 的 点 . 但 是 当 * 
大 于 某 个 极 值 后 ,就 出 现 一 些 “ 奇 怪 现 象 ”. 比如 ,对 某 些 r 来 说 {xn 
InE Z+ } 趋 于 一 组 周期 5 或 6 的 点 ,而 对 某 些 来 说 ,轨道 在 两 个 
区 间 跑 来 跑 去 . 尤其 当 r= 二 4 时 , {x,} 在 [0,1] 区 间 跑 来 跑 去 ,这 样 
的 轨道 就 是 不 稳定 的 . 

例 5.2 杜 芬 (Duffing) 方 程 

多 十 kx 十 x 二 Bcost (5. 30) 

BOR C. 30) 式 是 杜 芬 方程 的 一 个 特例 ， 

受 驱动 的 杜 芬 振 子 的 一 般 形 式 是 ， 

x 十 Kx 十 ax 十 bx 一 A 十 Bcos(C2rt/T) 

这 是 一 个 非 线性 二 阶 常 微分 方程 ,在 数学 许多 分 支 的 发 展 史 
上 占有 相当 的 地 位 . 考察 这 个 微分 方程 解 的 轨道 ,会 发 现 对 某 些 参 
t k.B 而 言 (比如 k=0.05,B=7.5), 当 + 很 大 时 ,其 轨道 会 乱 七 
糟 八 地 走 一 通 , 训 无 规律 可 循 ,其 轨道 也 是 不 稳定 的 . 

”微分 方程 理论 中 的 庞 加 荧 一 一 本 迪克 森 (Bendikson) 定 理 表 

明 , 在 鹏 : 中 的 常 微分 方程 组 x G0 dE fCx) 很 光滑 ,能 保证 解 的 

“存在 唯一 性 ”时 , 则 从 任 一 点 xE oc 出 发 的 解 ,在 有 限 区 间 中 的 

点 的 轨道 都 趋 于 一 个 周期 解 . 这 个 二 维 空间 的 理论 虽然 在 3 维 及 

其 以 上 的 空间 里 无 法 证 明 , 但 是 大 家 一 般 相 信 , 即 使 对 3 维 以 上 的 
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空间 里 的 微分 方程 ,从 任何 初始 条 件 x 出 发 的 解 的 轨道 ,最 后 的 
变化 还 是 相当 “规则 ”的 . 比如 说 ,趋向 于 几乎 周期 或 拟 周 期 的 解 
等 . 在 混沌 理论 出 现 以 前 , 若 发 现 轨道 变化 是 非常 不 规则 的 或 混乱 
的 ,常常 以 为 是 计算 方式 问题 或 计算 误差 所 致 . R. May 等 人 就 曾 
遇 到 这 样 的 问题 . 混沌 理论 诞生 以 后 ,人 们 才 认 识 到 ,这 种 不 规则 
的 混乱 现象 并 不 一 定 是 计算 方式 问题 或 是 计算 误差 所 致 ,而 在 于 = 
函数 本 身 的 特性 . 即 函数 { 在 A 上 的 性 质 表现 为 混 池 的 ， 从 而 导致 
了 系统 动态 的 混沌 性 质 . 

二 . 沙 可 夫 斯 基 定 理 和 李 一 一 约克 定理 

先 介绍 沙 可 夫 斯 基 (Sarkovskij) 序 . 按照 下 述 方式 给 自然 数 重 
新 排列 次 序 :首先 排 有 所 有 大 于 1 的 奇数 3,5,7;…:; 接 着 排列 它们 
的 2 倍 , 即 所 有 形 如 3X2,5X2,7X2,…, 这 样 的 数 ,然后 排 它们 
的 2: 倍 ,2 倍 ,2' 倍 ,等 等 . 依次 这 样 排 下 去 ,最 后 再 按 降 等 顺序 排 
下 所 有 的 2 RNITIE nn 22S LBURRI UNIUS MUN R 
们 有 

3d547«4- I 3X tox 2X «1 XPI 
PLG GrG 
按 这 种 方式 给 自然 数 排列 的 顺序 称 为 沙 可 夫 斯 基 序 

定理 5. 1(Sarkovski) 设 I=[0,1],f:I>R 是 连续 映射 Ef 
具有 周期 为 m 的 周期 点 , 则 它 就 具有 按 沙 可 夫 斯 基 序 排列 在 m 之 
后 的 一 切 自然 数 为 周期 的 周期 点 . 即 是 说 ,有 一 切 周 期 <m 的 周 
期 点 . 

前 苏联 数学 家 沙 可 夫 斯 基 在 1964 年 证 明了 上 述 规律 ， 但 这 | 
结果 长 期 不 为 西方 学 者 所 知 . 直到 1975 年 , 李 天 岩 和 约克 (J. A 
Yorke) 重 新 证 明了 该 定理 的 一 个 特殊 情形 ,并 所 出 了 混沌 概念 
这 一 工作 才 为 人 们 所 重视 . 


定理 5. 2(Li 一 York) 设 {:R-~R 是 连续 函数 且 有 一 个 周期 
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3 的 点 , 则 


OOV n€ N,f 都 存在 一 个 周期 n 的 周期 点 x. 

(2 站 存在 一 个 不 可 数 的 子 集 合 S,Y x,yES 有 . 
liminf|GO—f()|—0 (5. 31) 
limsup |f GO —f(y?|770 (5. 32) 

”二 ) 对 ff 的 任 一 周期 点 PE 统 ,Y xES, 有 
limsup |f"(p)—f"(x) 天 0 (5. 33) 


显然 ,此 定理 的 第 一 部 分 是 沙 可 夫 斯 基 和 定理 的 一 个 特殊 情形 ， 
第 二 部 分 是 第 一 部 分 的 必然 结果 ,但 这 部 分 给 出 了 混沌 的 一 个 描 
述 . 李 一 约 克 定 理 是 李 天 岩 与 约克 1975 年 在 《周期 3 意味 着 混 
沌 一 文中 提出 来 的 . 1976 E, wF JE% P. Kloeden) 等 3 人 在 《 自 
然 }》 杂 志 上 撰文 指出 ,只 用 李 一 约 克 定 理 的 第 二 部 分 , 即 关 于 上 极 
限 和 下 极限 的 结论 ,就 可 以 给 出 严格 的 混沌 定义 . 

其 实 , 与 分 形 一 样 ,混沌 也 是 一 个 很 难 精确 定义 的 柱 念 . 现在 ， 
尽管 混沌 也 有 多 种 多 样 的 定义 ,但 还 没有 一 个 完全 令 人 满意 的 . 我 
们 将 在 适当 的 时 候 给 出 其 它 描述 . 

三 . 混沌 的 例子 

函数 的 选 代 , 可 以 用 来 研究 简单 方程 的 复杂 动力 学 行为 . 有 时 
可 以 借助 简单 模型 来 理解 复杂 现象 的 不 规则 性 和 混沌 振荡. 前 面 
谈 到 的 逻辑 斯 蒂 模 型 在 +r 二 4 时 ,将 产生 混沌 状态 , 若 x 表示 数目 
为 x 的 种 群 , 按 李 一 约克 定理 解释 ,可 以 说 经 过 二 代 或 更 多 代 的 增 
长 ,在 达到 不 能 承受 的 数量 时 ,种 群 数目 猛然 下 降 , 退 到 水 平 x 或 
x 以 下 . 在 这 种 情况 下 ff 产生 混沌 状态 . 日 本 学 者 上 田 皖 亮 关于 
Duffing 方程 的 研究 说 明 , 对 某 些 k.B 值 ,在 t 很 大 时 ,系统 产生 混 

fBj5.3 Smale 马蹄 映射. 
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hy run 
Api qm] 
Nap i Eo uM. 
i Qc ABCD 325 
Q= {xlix isZlsitl.2i 


Smale ülb7y D 


(bic 


图 5.1 pR 


设 


ie 在 Us FU, 中 为 线性 ， 


iW KUE AAIE E 
PEDREM IEE T UIER A fE 


系统 之 问 的 变化 实质 


E 中 的 a ^ 正方 形 . 


中 是 把 Q BEA WC rn Hb E 
f mj. 

如 图 5. 1 Ca) Bp HJ V. 
H V, dn QecQom mi Tr 
X dEQGA)—A'.qX( —B'. 
q(C)-C', g(Do-—D', 
Uo=p (V), Uo (Vj) 
(图 5. 10550 


iDe 在 边 AD 和 BC ERR. iH AB 和 DC 上 收缩 . 


[4 
r 
p 
f 
f 
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f 
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图 5.2 DRERI A po) 


Ch) 阴影 部 分 为 QNg2C0) 
REK HH Q f19'«Qo2Qfle'*(Qo.n-— 1 2 
长 即 AD 之 长 ,但 水 平 边 长 不 断 缩 小 
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像 P(V。) 为 图 5. 2(a) 中 
阴影 所 示 , 像 (Vi) 类 似 地 
给 出 , 它 是 平行 于 p(V。) 的 
弯曲 带 域 . 集合 NPA) 
由 4 个 矩形 分 支 组 成 ,如 图 
5. 2(b) 中 的 阴影 所 示 . 重复 
上 述 过 程 可 得 到 一 个 集合 序 
列 ,第 n 个 集合 Q 门 gp"(Q) 分 
4i 2^ 个 矩形 分 支 ,具有 无 限 
它们 的 垂直 边 
34 n> bool] GST 0. 其 极 


^re (5. 34) 
VA Cantor 拟 生 集 . 即 AB 上 的 一 个 康 托 集 入 | 与 AD LER 
卡尔 积 ， 

反问 壕 代 ,得 到 Q 则 pg ay,anr '(QO—U,UU,. 重复 这 一 
过 程 所 得 的 集 序列 , 正 是 n>>0 时 那些 集合 旋转 90° 以 后 的 位 置 . 极 
限 集 

A = 0 Q) (5. 35) 
是 类 似 于 A 的 一 个 康 托 拟 全集 , 即 CD Lm- :个 康 托 集 入 ; 与 
AB 的 第 卡尔 积 ~ 

Ac n PCQ) 一 人 NA SAXA: (5. 36) 
是 是 马路 映射 9 的 一 个 不 变 集 ， 即 9CA) 一 人 ,9:A 一 人 具有 无 穷 个 
周期 点 ,而 且 所 有 周期 点 构成 的 集合 在 人 中 稠密 . 所 以 人 的 每 一 个 
点 是 9 的 一 个 非 游 荡 点 ,但 是 仍 有 无 穷 多 个 点 不 是 渐 近 稳定 周期 
点 ,这 些 点 构成 了 李 一 约克 刻画 的 混沌 集 ， 


$33 符号 动力 系统 与 马 中 


符号 动力 系统 较 易 研究 . 当 人 们 对 符号 系统 的 动力 学 状态 ,有 
了 很 好 的 了 解 之 后 ,就 可 借助 它 去 研究 更 一 般 的 系统 . 在 混沌 研究 
中 ,人 们 通过 符号 系统 描述 某 些 紊 动 行为 . 在 混沌 的 定性 分 析 方 面 
已 取得 了 较 大 的 进展 . 艾 扎 所 (Aizawa) 等 人 还 利用 符号 动力 系统 
分 析 了 阵 发 混沌 . 下 面 就 简要 介绍 符号 动力 系统 与 “马蹄 ”. 

一 . 符号 动力 系统 : 

考虑 N 个 符号 的 集合 ,例如 N 个 数字 的 集合 

S(ND)—(0,1,2,:. N—1) (5. 37) 
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对 该 集合 赋 以 离散 拓扑 ( 即 SCN) 的 每 个 子 集 都 是 开 集 ) 成 为 一 个 
拓扑 空间 . 将 其 距离 化 :Y a b € SCND ,定义 距离 


1 E a#b 
pla = 


若 a--b (5. 38) 
”可 列 个 这 样 的 空间 S; 二 SON) 的 币 卡 尔 积 

S= Ls, . (5.39) 
或 

> w=1]s (5. 40) 


称 作 符号 空间 . 其 元 素 分 别 为 双边 符号 序列 {S,} im -或 单 边 序列 
(Ss. 

前 一 情形 22 (N) 称 作 双 边 符号 空间 ,后 一 情形 称 作 单 边 符号 
空间 . 符号 空间 也 可 以 距离 化 . 对 双边 情形 ,引入 距离 


十 ee 


dés) = 21 pGsiit)/20， sst€ 2200 (5. 4 


这 里 s= (s, usto dtu 


对 单 边 情 形 ,引入 距离 


dG.D— 22/2, st€ 2) (D (5. 42) 
ISE s= {sajab t = dtn) iane 

符号 空间 >, (N) 上 的 移 位 映射 c: 22 QD 22 CN) 定义 为 

Cols) ); = siu; jEzZ (5. 43) 
0 定义 了 一 个 动力 系统 ， 其 作用 是 将 点 s= {Sn nx。 变 为 se) = 
{Sn DEL. 
t 十 
对 单 边 情形 ci :>) (N)- > (N) 定 义 为 
(cls))) 一 si，jEZ, 一 (0)UN， (5. 44) 


这 时 ”定义 了 一 个 半 动 力 系 统 , 其 作用 是 将 点 s== {soln€2i) 变 
“100 。 


为 
cr+(s) 一 (sulnEN》 
容易 证 明 下 述 两 个 性 质 
命题 5. 1 符号 空间 2 QNO DO t{N) 是 紧 致 的 ,完全 的 和 
完全 不 连通 的 ， 
命题 5.2 符号 动力 系统 6: 2,007 24 0088; D'o 
一 >) (N) 具 有 以 下 性 质 
Dok o ) 的 周期 点 集 在 >) NRD (N)) 中 稠密 , 即 
Per) — X(N) ,Perlot)= D) (ND — (5.45) 
ia( 或 cf ) 有 一 条 轨道 在 DO NERED (N)) 中 稠密 ， 
— 移 位 不 变 集 
X X 是 拓扑 空间 ,f;X 一 X 是 同 肥 或 连续 映射 ,人 是 f 的 不 变 
集 . 若 存 在 同 胚 h; Z (NO A GR OO CN) 一 人 ) ,使 得 [。h 一 
h。c, 即 下 述 图 表 可 交换 
2/00— 2200 
h h 


A 0— 人 

则 称 人 为 h 的 移 位 不 变 集 , " 

例 5.4 半 动 力 系统 移 位 不 变 集 的 例子 . 

d ff 级 一 吏 , 它 将 线段 ]=[ 一 1,1] 拉 长 ( 拉 长 倍数 汪 >2), 然 后 
VE EGET I ZE. Hon AR SE LOS 

f(x) — —3x^-F 4/3 

现在 分 析 的 迭代 ( 半 动 力 系统 ). 首先 注意 到 ORRE 
不 相交 的 子 线段 Us 和 Ui 的 并 集 (U。=[ 一 V7/3, 一 1/3]， 
U,—[1/3. VT 7/3]). 
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[ (0U.UU; 
这 两 段 的 长 度 都 小 于 了 的 长 度 的 一 半 . 

IU. | US Eco E 
从 而 有 

f(U) -f(00-J2U.UU, 
F'OUORIÉ QUO Xi BITE ERS FAX BE Us Us fll Ui Unff 


并 ,满足 
fUw=U， KUDU 。 . 
fQU,)—U, {U1)=U, 。 
其 中 


II< 了 1UI< 寺 ji=0.D 
一 般 , 对 于 KEZ+ ,定义 

Usa a Us MCI QUO fl NEU) 
这 里 ssi…skE{0,1) 一 SC2), 旦 易 验 证 Usas (21D) 
满足 | 

RU. DmU ego IUS 1/2 


上 述 形 成 U.. (tt? ,Us 的 过 程 如 图 9. 3 所 示 . 
Xl s—(sos.85.-€ 


1 


J - 
— 》) (2), 引 入 记号 
一 -和 LLL Eu Ucs) = Nf CU) 
Uso Ue U, D. | ` = co Us en 
UosUso Uon Uoo Uno Uri Ure soo M £(U (55 =U als) 


CO : 
H OG) -—1,8 (A ) 表 示 


一 集 A 的 基数 即 U(s) 是 单 点 


5.3 半 动力 系统 集 . 令 
移 位 不 变 集 
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站 a (5. 467 


xp HEs.3 A GETH LACEÓBSHIfLAdBEIBJSAG Dp 
N d 
5i a d O, 
a s iy prp RM PAH XI TRPE V A V, bol bod 


ju JoU UU, Z k-UE m L2. 这 样 的 性 质 是 经 得 起 "小 
Jio. Bl An HE g dE C! EA FÆ AIA g t Ptr% rE 
Wi. | 

定理 5.4 ELM T (EASTER A ERAT kae. 

三 .马蹄 模型 

上 介绍 了 Smale 马蹄 模型 的 构造 与 性 质 . 本 节 用 符号 动力 
系统 来 研究 这 一 模型 . 这 个 例子 中 的 微分 同 胚 p, 在 它 的 -一 个 不 变 
集 上 ,拓扑 共生 于 双边 符号 空间 之 /(2) 的 移 位 陕 射 6 

考虑 平面 A 上 的 正方 形 

P—(—1—s,1--)XC—1—6,14-0,Q—[—1.1]Xx[—1.1] 
把 正方 形 P EREN p ri CUR EE 0720 ,在 水 平方 向 压缩 (压缩 
比 过 1/2) ,做 成 一 坚 直 长 条 ,然后 弯曲 成 马蹄 形 放 回 到 P 上 . "a 
种 方式 构 和 次 了 一 个 映射 o:P— 90 LUE P 到 p(P) 的 微分 同 

T 0 EESI V —e(0QO1Q 由 两 个 不 相交 的 竖 条 V。 和 Vi 组 
成 

V=V,UV, 

一 坚 条 的 宽度 6(Vi) 小 于 Q 的 宽度 的 一 半 , 而 

ACV), dV)<I 
RK RIERS U — e! V) EE AARE 

U,—-9^ (Va), Ui=p (V) 
组 成 

U—U,UU, 
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每 一 横 条 的 厚度 KU;) 小 于 Q 厚度 的 一 半 , 即 
aU.) ,0U) <] 
以 下 记 . 
U= VINU)=V Ne QU), ij=0,1, 
Vi=p UNV =V NEV, i,j=0,1 
可 以 看 出 ,Ui 是 包含 在 Ui 中 的 横 条 且 
Up «leno c. 
Vi 是 包含 在 Vi 中 的 竖 条 且 
KV) L6 
一 般 地 ,对 于 s,…,s_iysoysi 和 srE (0,1} 一 S(2)， 
可 定义 | 
Usea m7 C, NU, a DU, NPU n) 
=U, e Cf eU, 
V, s s =U, NV uus D V. DIC, Lus 
=V, (CV, Of) 097 (V. ,) 
可 以 看 出 ,U,, .是 包含 于 Ua 中 的 一 横 条 ,而 Voas dE 
EF V, ie PEER MWA 
(U, 2 — V. NU, s 
PCV i. DNV, =V, 


"1 » 

&U,, LCD, <1/2: 

1 ok- 

KV, gesa DNV, us MZ ! 
X s—-ísn€ez)€ 2400, id 

U (s) 一 N Zop Us) = N EoU ,sy * 

V (s) — nii V. om n Ei Ve eu , 
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则 可 以 证 明 
DeoCVCs SNUCs))=V(o() NUGpG)), — (5. 47) 


iD & (VG)()UG)D-I (5. 48) 
再 引入 记号 
A=U,eyw (C GYDYU G2» (5. 49) 
把 单 点 集 与 它 所 含 的 唯一 点 等 同 视 之 ,可 以 定义 一 个 映射 h: 
EoD AMTF 
hís)=V6)NU(s), V s€ 240) 
Smale 证 明了 如 下 定理 ; 


定理 $5.5 人 是 9 的 一 个 紧 致 不 变 集 , 并 且 el miis 
0:230) 2 (2), Bl 


Q*h-h*oc 
因此 下 列 图 表 可 交换 
205—210 
h h 
A 一 - 和 


定理 5.6(Smale) 马蹄 模型 中 的 q 在 其 移 位 不 变 集 人 上 是 
结构 稳定 的 . 

Ug. 双 曲 线性 映射 与 双 曲 不 动 点 

双 曲 线性 映射 是 沿 一 个 方向 扩张 , 沿 另 一 方向 收缩 的 可 逆 线 
性 映射 . . 

设 f;D->D 是 可 道 线 性 映射 .车 DD 可 以 分 解 成 关于 {不 变 的 
闭 线 性 子 空间 D" M D 的 直 和 

D-D'OD', £&Do-D', f(D')=D 
且 存 在 常数 CC; 0,01 使 得 

|fGO]ZCA^ xd, Vx ED k-12.- 
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xd CX Tx. Vx€Db,. k-l.2,- 
imp pk £C M ek D" POS CPP SER IRI Dn A E mua P 
"pul. 

X pta cr a p (Cn stt 8p EC unde OC E TEIPURRE - ERTER HER 
XUlli t ge dS DS SE mE. 

定理 5.7 fELID,D) 是 双 曲 线性 映射 , 则 ggELGD,P) 与 { 
充 外 接近 时 ( 即 1g 一 上 充 分 小 时 ),g 也 是 双 曲 线性 有 映射 . 

ipi s.s 要 使 林道 映射 fioc oe 为 双 曲 线性 映射 当 上 仪 
uL SERERE (8 AES TA E RECTE E S] PD REIR. E , 即 [A 1o 1. 

U i Ze PFR, ac U.£€ C'(U ,5 到) 以 a 为 不 动 点 , 即 
区 中 和 N EANA 
aj. 

AUR T 3) 02 E C! 小 扰动 下 不 会 消失 , 即 有 王 述 定理 . 

定理 5.9 RUCH 是 开 集 ,aEU 是 fECLU ,528) 的 双 曲 
不 动 点 , 则 存在 a 点 的 开 邻 域 WCU RI £f C? 493 977. (EV g 
€ "^de W digi — 2928 c Hc fé g 的 双 册 不 动 点 ， 

双 曲 不 动 点 具有 局 部 结构 稳定 性 . 

定理 5. 10 ee 
动 点 , 则 {在 a 点 邻近 局 部 结构 稳定 . 即 只 要 8g TEC! 意义 下 充分 
接近 于 fg 在 a kan aptus c, 并 且 g 限制 于 < 
点 附近 与 限制 于 a 点 邻近 彼此 拓扑 共 轿 . | 

WR UCH &JFfS,a€ U.S€ C QU, Z), ia) =a, VCU Æa 
点 的 任意 邻 域 , 则 { 在 a 点 的 局 部 稳定 集 和 局 部 不 稳定 集 分别 定 
义 为 


Wi(a,f)= {x€ DE) | Tim (x)=a) | (5.50) 
Wy(a,D— (y€ DS (0)[ lim £*()-) (5.51) 
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苦 fE Diff( 表 0 fa) 一 a; 则 了 在 a 点 的 稳定 集 和 不 | TS T 
别 定 义 为 

Wla, D= {x€ 9! im POD =a} (5. 513 

W:G.D-ix€ R| n ‘(x) =} (65.03; 

显然 这 时 对 a ERHERAUR V. 有 

W'(a.D Ui [Wia] 

Wa, D = UEf LWiG.D] 《5. 54) 

可 以 证 明 ,fE CU R) G z> 之 1) 在 双 曲 不 动 点 处 的 局 部 稳定 
集 和 局 部 不 稳 定 集 都 是 C 微分 流 形 ,因此 将 稳定 集 和 不 稳定 集 称 
作 稳 定 流 形 和 不 稳定 流 形 . 

值得 注意 的 是 ,这 里 的 “稳定 ”与 “不 稳定 ”与 结 为 稳 定性 并 无 
关系 ,仅仅 用 以 表示 点 在 工 的 正 向 兴 代 下 趋向 不 动 点 或 远离 不 动 

五 . 双 曲 集 的 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 

将 双 曲 不 动 点 的 概念 加 以 推广 ,可 以 得 到 双 曲 不 变 集 的 概念 . 

设 M 是 d 维 欧 氏 空间 或 光滑 Riemann 流 形 ,PCM 是 M 的 
一 个 开 集 ,fEC'CP,M) 是 从 P 到 f(P) 的 微分 同 胚 , 紧 致 集 人 A CP 
称 为 f 的 一 个 双 曲 不 变 集 ,如 果 

《 1) 人 关于 ff 是 不 变 的 ,由 人 人 和) 二 信 、 

CIOT ,M=(TM) 1 分解 为 关于 Tf 不 变 的 连续 的 Whitney 
FEP C HAD | 

T ,M=E'ÐE* 
TED ER, TIED AER, Vx€A 

CH) XUTM 的 Riemann ER — *, * >, FERS C0, 
C,0 和 ocX«1, fi (8 

[TEP ZCA E], V EE E. n-1.2.- 
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ITP TISECAN I VAEFE, n=1,2, 
| * | 是 由 Riemann 度量 过，,， 旋 给 出 的 范 数 . 

这 里 Tf 表示 f 的 切 映 射 ,TM 是 人 的 纤维 从 , 即 切 从 TM 在 
人 上 的 限制 . 
MA 是 单独 的 一 个 点 时 , 即 双 曲 不 动 点 ; 当 人 是 一 条 周期 轨道 
时 , 即 双 有 曲 周 期 点 . 

定理 5. 11 (结构 稳定 性 定理 ) 

dM Æ d 维 欧 氏 空间 或 光滑 Riemann 流 形 ，PCM 是 开 集 ， 
f€C1(P,M) 是 P 到 {1(P) 的 微分 同 胚 , 和 A CP 是 f 的 双 曲 不 变 集 ， 
则 f 在 信 是 结构 稳定 的 . MY 83>0, 存 在 1 在 CICP,M) 中 的 邻 域 
U ,使 得 Y EU ,存在 关于 g 不 变 的 集 AgCP ARAE hi: A— Ag 
满足 | 

(DDh*flA—g*h 

( Dsupd(h GO 3) <ò 

O RA, ,d) 为 度量 空间 ,Homeo(X) 表 示 从 X 到 X HI] BE BUM 
的 集合 , 则 稳定 集 与 不 稳定 集 的 定义 如 下 .fE Homeo O0 x € X, 
集合 


W'G,D-—(y€X| lim d(* Go, f G0)—0) (5.55) 
W'G,D-(y€X| lim d^ G2, f *QG0)20] (5.56) 


分 别称 作 在 点 x 的 稳定 集 和 不 稳定 集 . 
l zł f€ Homeo(X), xEX,>0, RA 


Wio D= NEBE e» W G«D 
一 {yYEXIdGCy) ,fx))<s，j 一 0 1 2 
Jim dQ), GO) —01 (5.57) 
Wio D= f]fGd^7G)0,9)0 WGoD 
={yEX |d diy) aE, j20,L.2,; 
lim df-*G),£*60)—0) (5. 58) 
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分 别称 为 在 x 点 的 尺度 为 的 局 部 稳定 集 和 局 部 不 稳定 集 ， 

为 刻画 稳定 流 形 与 不 稳定 流 形 , 需 引 入 CT 嵌入 圆 盘 的 连续 
族 . 

对 kEN, 集 合 


k 

D= (u= Qi ) ER IZ tct) | (5. 59) 
MOM k HEBES. XP A CM. Oc FS C 嵌入 圆 盘 的 一 个 连续 
族 ,如 果 Y x€ A.3 x 的 邻 域 U(x) 和 连续 映射 

0;U (G0—Emb'(D*, M) 
满足 

9GXDO-D,, 66G)0)—-y, V y€UGO 
这 里 Emb'(D*, MO3koR P. D 到 M. 的 所 有 和 骸 入 组 成 的 空间 , 它 是 
C'(D*,M) 的 开 子 集 . 

有 以 下 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 定 理 

定理 5.12 设 M 是 光滑 Riemann 流 形 , 人 ACM 是 紧 致 集 ， 
f€ DIf CM) GZDUI A EROR SR, TAM —E'ODE" 是 由 f 在 
A 的 双 曲 性 条 件 给 出 的 Whitney 和 分 解 , 则 存在 C 嵌入 圆 盘 的 连 
续 族 {Di) se 和 常数 k>0,0< e.c 0. HW E 

(I)T,E-E;  Yx€A 


(12V y € Di 

d^ GO,f*GDDxdXda.y). n-—l,2,- (5. 60) 
(因而 DC W^(co £5) 
(30V yED: B(x,e) 

d( GO, fG00szpd(y ,x) (5.61) 


(NOD;f|]B(x,o-—W:GO,fDb 

(因而 Wa, DE C HE AY UE 

iX HE B(x,e) — (y € M ld Cy 0 e) E HE BE Zs [B] B DÀ x 为 球 
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oss AEG ER. 
定理 5.13 设 M 是 :光滑 Riemann 流 形 ， ACM 是 紧 致 集 ， 
f€ Diff (MD (rz D PALA HERETER, Ti M =E E" 是 由 上 在 
A 上 的 友 曲 性 条 件 给 出 的 Whitney 和 分 解 , 则 存在 C ABUSE É 
XE EK (Due CHUTE KI 0,0 A p.80, H8 AE 
CI)T,Di-E:  Vx€A 
CIOV ye 
dO "Cy) ,ff "GDOXRKRAXd(y,x) n-1,2,-- (5.62) 
(因而 DXZWG.D) 
CEOV y € X;f]Béx.e 
dif ! GO, f GOD xpdCy x) (5.63) 
COD: BG 9 WiGf) 
(因而 Wi Oc,DJ& C' 嵌入 子 流 形 ) 
由 上 述 两 个 定 理 得 局 部 稳定 和 局 部 不 稳定 流 形 
Wix,D-—iy€M|IdQd* Gy) fen=0,1,2,.) (5.64) 
Wilx,f)={y€EM|dd "(yy),{ "(x))<e,n=0,1,2,.) 
(5.65) 
六 . 横 截 同 宿 点 与 马蹄 
对 马蹄 映射 o 的 不 变 集 人 中 每 一 点 x, 可 定义 一 个 双向 序列 
is; GO HZL S EL TUAE O BX 1. 
p zi qvoOo€V, 
S,(x)— 
dq GOCV, 
这 样 ,从 x Spip go 5D S] SAI Gs -一 一 对 应 . 
另 一 方面 ,xEM, 若 它 对 另 一 双 曲 点 P 的 稳定 流 形 W:(P,q) 
和 不 稳定 流 形 W:(P,p) 交 于 点 x, 即 xEWi(P,q) 介 WiCP,9), 则 
称 x 是 9 的 一 个 同 宿 点 . 若 Wi(P,9) 与 W:(CP,9p) 是 横 截 相交 的 ， 
则 称 x 是 一 个 横 截 同 宿 点 . 
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就 二 玲 流 形 M W Caka T EER t 一 系统 有 dw 


aT ex pp SE A UE RUE. [1 S PR HB RUE P. 
七 . 渐 近 周期 点 


对 于 菜 些 晒 数 一 个 点 的 选 代 的 渐 近 性 态 可 以 华 动 于 研究 
I5 LUE XE G^ fif. 以 Logistie 模型 (5. 290) 9 P], SE r€ LO, 1x 0 是 
"ESCALERA 1 89J8 B] ER BD) x. HESS XP x € [0,1)/74 n— 
o PO >o. rella 有 了 两 个 周期 为 1 的 点 , 即 5 和 1 一 
r LAF x€ (0,1. n—oBf.fG0—1—r7. 3| 1093. EC PR T T8] NT] 
2 的 点 . 记 为 p 和 q; 则 f(p)=q,f(gq) 一 p. 对 于 rE (3,1 十 V6) 
füx€ C0. DI P^ Godd] Fp Raz — . i£! OORS Slip sq 
的 男 外 一 点 .除了 那些 x 以 外 ,对 其 余 的 点 x ,存在 一 个 n ,使 得 
f* (x) 等 于 周期 1 的 点 1 一 r"!' ,这 样 的 点 只 有 可 数 个 .因此 那些 
1f"(x)} 的 性 态 可 由 研究 周期 点 得 到 . 

对 r>1 十 V6, 有 4 个 周期 为 4 的 点 ,对 于 稍 大 于 1 二 V6 的 
r BRT EHE n 以 外 ,各 (xz) 趋 于 这 4 个 点 之 一 ,PC(x) 等 于 周期 1 或 
周期 2 的 点 之 一 . 因此 可 以 说 ,[0,1] 中 的 每 点 是 渐 近 周期 的 . 

对 于 使 每 个 点 是 渐 近 周期 的 那些 z 值 ,只 需 研究 周期 点 以 及 
它们 的 稳定 性 就 够 了 . 对 任 一 函数 {, 若 对 某 区 间 I (y 78, y 4-0) 
有 、 

If*GO—y|«|x—y| Vx€I 
则 说 具有 周期 k 的 点 yEI 是 渐 近 稳定 的 . 当 f 在 点 y,f(y),…， 
f*-'(y) 处 可 微 时 ,简单 条 件 

Lro |< 
将 保证 这 个 渐 近 稳定 性 态 . 由 链 规则 


dd d a 
Jz! (y)= {ft Gg 1(y) 


"]ll* 


d 
dx 


á 


dp . 
=f (f! y) dx 


dx 
JEN 
这 里 y,—fP GO EBIS n 次 迭代 ,因此 若 


To <1 y:=f (y) 


n=0dx 
Wi] y 是 激 近 稳定 的 .但 这 一 条 件 不 能 保证 不 从 “接近 ”周期 点 和 它 
的 丢 代 点 开始 迭代 的 点 的 极限 性 态 . 
X r=3. 627 时 ,f 有 周期 6x 近似 为 0. 498) 的 周期 点 (是 浙 
近 稳 定 的 ). 于 是 这 x 是 ff 的 周期 3 的 点 ,因此 可 将 定理 5. 2 用 于 
了 ,因为 ff 有 非 渐 近 周 期 点 ,因此 对 ff 亦 然 . 
由 Sharkovskii 定理 可 知 ,f & «16 的 周期 点 . 从 Sharkovskii 
序 看 到 ,这 时 有 无 穷 多 个 周期 点 . 故 的 不 变 集 是 Li — Yorke 意义 
下 的 混沌 集 . 
| 限于 篇 幅 , 8 2、3 3 两 节 中 只 给 出 了 微分 动力 系统 的 有 关 结 
JR. 其 证 明 可 参阅 张 筑 生 的 著作 (参考 书 9). 


fO (y) E y) 


$4 分 形 吸引 子 


不 严格 地 说 ,一 个 吸引 子 就 是 一 个 集合 ,使 得 附近 的 所 有 轨道 、 
都 收 剑 到 这 个 集合 上 . 在 动力 系统 理论 中 ,精确 的 定义 是 根据 作者 
的 不 同 而 变化 的 . 我 们 先 给 出 一 个 最 简单 最 直观 的 描述 ， 

Fr D 的 子 集 A 为 {的 一 个 吸引 子 ,如 果 信 是 {的 一 个 闭 不 变 
集 且 对 包含 人 的 一 个 开 集 G 中 的 一 切 点 x,f(x) 到 人 的 距离 随 k 
趋 于 无 穷 而 趋 于 零 .G 叫做 人 的 吸引 域 ,通常 人 是 极 小 集 . 

通常 的 吸引 子 有 不 动 点 ,极限 环 .极限 环 面 等 . | 

A 人 称 为 一 个 “分 形 吸 引子 ?或 “奇怪 吸引 子 ”, 如 果 吸 引子 A 有 
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无 穷 折 且 和 柑 套 的 几何 结构 ;一 般 有 非 整 数 的 分 形 维 数 ; 轨 道 对 禄 
始 条 件 有 敏感 的 依赖 性 . 
后 面 我 们 将 给 出 茹 厄 勒 (D. Ruelle) 关 于 吸引 子 的 定义 
—. AH H. E. Lorenz) 吸 引子 l 
o0 动力 系统 中 最 早 和 最 有 名 的 分 形 吸引 子 是 洛 伦 兹 吸引 子 . 考 
虑 位 于 两 个 平行 平面 间 具 有 一 致 深度 的 液体 居 . 设 上 下 两 表面 的 
温差 为 常 值 . 当 底部 加 热 时 ,流体 的 对 流 可 用 下 述 三 阶 常 微分 方程 
“组 表示 | 
© f= aty) 
|y =px—y— xz i | | nu G.6D 
z=—Bztxy i 
式 中 B 是 与 上 下 平面 间 无 量 纲 距 离 有 关 的 常数 , 是 普 朗 特 
(PrandtD 数 ,p 是 震 洛 (Rayleigh) 数 , 它 是 系统 的 主要 控制 参数 . 
设 o 是 由 方程 组 和 初 值 条 件 确定 的 动力 系统 . Lorenz 证 明 存 
在 包含 原点 的 单 连通 区 域 DC 29. D 边界 上 的 向 量 均 指向 内 侧 ， 
HOHER AT D ESL 
.A= Pls (DO 
35 9L 时 ,原点 是 全 局 吸引 的 ， 所 有 轨道 都 鬼子 它 . 当 p>1 
时 ,系统 有 两 个 非 平凡 的 不 动 点 p+ ,p- 
. pe CE V KC—D , 士 VECp 一 1),p 一 1) 
若 o<B+1, 则 这 两 个 不 动 点 是 稳定 的 . 若 c>B 十 1, 则 当 1 pp, 
时 两 不 动 点 稳定 ,而 当 >o 时 两 不 动 点 是 不 稳定 的 .这 里 
ph, 二 0(6 十 B 十 3)/(o 一 B 一 1) 
系统 当 p— p, 时 在 px 处 产生 Hopf ZH. 考虑 p; 和 p-_ 的 不 稳定 流 
形 ; 系 统 线 性 化 的 特征 值 是 
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和 一 一 (c 十 B 十 1)， à=+i V20Co 十 1)(o 一 B 一 1) 
可 知 Wi(p4,P),Wi(p-_,P) 是 二 维 流 形 , 而 原点 p 的 不 稳定 流 形 
W!: (p,9) 是 一 维 的 . 它们 都 包含 在 人 中 .所 以 这 时 人 的 结构 很 复 


A. 


系统 (5. 67) 以 一 个 常 速率 压缩 体积 . 在 一 个 边 长 为 3 的 小 坐 
标 盒 的 相对 面 上 速度 差 近似 为 SO x/ox) ,5Co3/5y) ,8(a 1/22). È 
的 体积 变化 率 是 让 (as 头 /ax 十 ay/ay 十 a 2/022 — G-- B4- 097. A 
为 系统 散 度 一 (oc 十 B 十 1) 二 0, 说 明 吸引 和 集 人 具有 零 体积 . Lorenz 
研究 了 当 c=10,B 一 8/3,o 一 28( 这 时 pn 之 24. 74) 时 系统 的 行为 , 通 
过 计算 机 观察 到 人 的 许多 奇异 性 质 ， — 

(I)A 中 任何 轨道 都 是 不 稳定 的 . 

(CI )A 含 有 不 可 数 无 穷 多 个 在 人 中 稠密 的 轨道 

〈 焉 )A 的 周期 轨 是 稠密 的 . 

CN ) 轨 道 对 初 值 有 敏感 的 依赖 性 . 即 任意 两 轨道 不 论 其 初始 
点 如 何洁 近 都 将 随 t 的 增加 而 截然 不 同 . 

图 5. 4 是 由 计算 机 绘制 的 Lorenz 方程 的 一 个 周期 轨 , 它 基本 
| 上 刻画 了 Lorenz 吸 
引子 的 形状 . 从 图 形 
可 以 看 到 , 它 包 含 了 
PEU ETT 
都 是 由 螺 线 轨道 构成 
的 . 某 些 轨道 几乎 是 
垂直 地 离开 圆 盘 中 的 
每 一 个 而 进入 另 一 个 
B Ap. 车 计算 轨道 
po 知道 随 着 t 的 增 
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加 ,9. 先 绕 一 个 圆 盘 几 园 , 然 后 < 跳 " 到 另 一 个 圆 盘 中 . 绕 第 二 个 贺 
盘 几 圈 后 又 跳 回 原来 的 圆 盘 . 并 以 这 种 方式 继续 下 去 ,在 离开 每 个 
圆 盘 之 前 所 绕 的 圈 数 是 一 个 明显 的 随机 数 . 洛 伦 兹 吸引 子 显然 是 
一 个 分 形 , 对 ao= 10,B=8/3,o=28 时 通过 数量 估计 ,吸引 子 维 数 “ 
大 约 是 2. 06. Lorenz 吸引 子 轨道 的 运动 状态 似乎 是 混沌 的 ,对 初 
始 条 件 具 有 敏感 的 依赖 性 . 将 (5. 67) 作 为 描述 大 气 对 流 的 模型 ， 
Lorenz 将 系统 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 解释 为 蝴蝶 效应 ,并 曾 形 | 
象 地 讲 过 :“ 可 预言 性 :一 只 蝴蝶 在 巴西 扇 动 翅膀 会 在 得 克 萨 斯 引 - 
起 龙卷风 吗 ?”. 贿 蝶 效应 说 明 ,对 天 气 作 长 期 精确 预报 是 不 可 能 
的 . 
连续 动力 系统 分 形 吸 引子 的 另 一 例子 是 R 3 ssler 方程 
一 一 7 一 
y 一 x 十 ay | (5. 68) 
z 一 b 十 z(x 一 c) 


若 固定 b 一 2,c 一 4, 吸 引子 的 性 质 随 a 的 变化 而 变化 . 当 a 很 小 时 ， 
吸引 子 是 一 条 简单 闭 曲 线 (极限 环 )， 但 随 着 a 的 增加 ,这 条 曲线 分 
裂 成 一 个 两 圈 的 环 ,继而 分 裂 成 四 圈 的 环 等 等 . 这 样 ,一 类 倍 周期 
现象 出 现 了 . 当 a 达到 0. 375 时 ,有 一 个 带 状 形式 的 吸引 子 ,这 个 
带 在 其 内 有 一 个 扭转 ,非常 象 M obius fif. 它 从 售 周 期 分 蚁 走向 温 
沌 的 分 析 将 在 下 一 节 给 出 . 

前 面 给 出 了 奇异 吸引 子 的 描述 和 例子 奇异 吸引 子 一 直 未 得 
到 严格 定义 . 前 面谈 到 ， MERIT, 各 种 文献 中 也 不 一 致 ， "下 面 介 
绍 Ruelle 的 定义 . . 

Wt M 是 有 限 维 Riemann 流 形 ,{:M-~M 是 连续 映射 . M 的 一 
非 空子 集 A 称 为 f 的 吸引 集 , 如 果 人 有 紧邻 域 U 满 足 A — Cs 
P CV) ,而 且 对 充分 大 的 a 均 有 fPCU)JCU. U 称 为 A 的 一 个 基本 邻 
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RFE W= UZE CU) 称 为 人 的 吸引 域 或 者 吸附 域 , 它 与 U 的 
选择 无 关 . W= (x€ M [f GO A ,n>o0). 

吸引 子 是 链 回归 意义 下 吸引 集 的 不 可 约 分 解 .Y aybE M, 称 
a>b 当 且 仅 当 Y se 之 0, 有 一 个 从 a 到 b 的 一 伪 轨 ,> 称 为 链 同 妇 
走向 ,或 者 a 走向 b. 链 回归 等 价 ab 指 a>b 且 b>a. 这 样 Y a€ 
M 都 按 链 回归 等 价 意义 对 应 于 M 的 一 个 子 集 [a] , 称 为 等 价 类 ， 
吸引 集 的 链 回 归 等 价 类 的 划分 获得 吸引 子 . 显然 ,吸引 集中 至 少 包 
含 一 个 吸引 子 . | 

定理 5.14 一 吸引 集 人 是 一 个 吸引 子 当 且 仅 当 它 是 链 回归 
的 . 

按 Ruelle 的 方式 定义 的 吸引 子 在 f 的 小 扰动 下 具有 某 种 稳定 
性 . 在 这 种 意义 下 考虑 ,由 计算 机 产生 的 吸引 子 确实 也 是 “理论 上 
的 ”吸引 子 . 

关于 吸引 子 的 奇异 性 , 古 肯 海 默 (J. Guckenheimer) 等 的 定 
义 , 是 根据 其 中 是 否 含有 模 截 同 宿 轨 而 言 的 . 一 个 结果 是 模 截 同 宿 
轨 导 致 某 种 类 型 的 转移 或 马蹄 结构 ,也 就 是 Li 一 Yorke 定理 描述 
的 混沌 不 变 集 . | | 

有 了 吸引 子 的 概念 ,我 们 还 可 以 给 出 混沌 的 另 一 直观 描述 ,如 
果 下 列 条 件 都 成 立 , 则 函数 (或 系统 ) 在 不 变 集 入 上 无 疑 地 被 认 
为 是 混沌 的 . 

( 1) 人 是 1 的 分 形 吸引 子 . 

(I)f 的 周期 点 在 A 中 稠密 . 

(3203 x€ 人 ,轨道 人 伍 (x) I|Ik€ Zi. ) YE A PRI. 

CNO£ 对 初始 条 件 有 敏感 的 依赖 性 . 即 Y xE A ,都 存在 正 数 è 
及 任意 接近 x 的 y 和 整数 5 |f GO — GO [28. BERE ED 
” 始 时 非常 接近 的 点 在 工 的 迭代 下 并 不 能 保持 其 接近 性 . 

条 件 ( I ) 是 混沌 系统 整体 稳定 和 局 部 不 稳定 折 中 的 结果 . 分 

* 116* 


形 吸 直子 具有 整体 稳定 性 、 低 维 性 和 非 周 期 性 (局 部 不 稳定 ) 等 合 
适 的 性 质 . 稳定 性 代表 在 有 了 品 声 的 世界 中 动力 系统 的 最 终 状 态 , 低 
维 性 说 明 系统 的 轨道 落 入 长 方形 或 方 盒子 式 的 只 有 少数 几 个 自由 
度 的 相 空间 中 . 而 非 周期 性 (或 局 部 不 稳定 性 ?说 明 轨道 处 于 永久 
的 动态 , 永 不 自我 重复 和 自我 相交 . 从 几何 上 讲 这 是 一 个 难题 :在 
有 限 的 空间 中 画 出 永 不 重复 永 不 自 交 的 轨道 ,或 者 说 在 有 限 的 面 
积 内 画 出 无 穷 长 的 线 ;在 有 限 体积 内 画 出 无 穷 大 的 表面 . 矛盾 斗争 
的 结果 ,只 能 象 Koch 曲线 或 Sierpinski 海绵 那样 ,无 限 扭曲 、 折 悉 
和 赚 套 起 来 ,也 就 是 说 , 它 必须 是 一 个 分 形 . R ODERT AR 
存在 极 小 集 .〈E) 描 绘 了 在 A 的 结构 上 规则 性 的 轮廓 . (CR ) 与 Li 
— Yorke 定理 第 二 部 分 是 等 价 的 ,反映 了 人 A 上 的 点 经 迭代 后 的 不 
可 预见 性 , 它 瞳 示 了 对 ff 的 轨道 作 精 确 持久 的 数值 逼近 是 不 可 能 
的 . 因此 ,车 自然 界 的 现实 系统 的 动态 可 约 化 为 这 样 的 混沌 函数 
(如 生物 种 群 Logistic 模型 中 的 函数 f(x)), 则 对 这 种 混沌 系统 的 
长 期 性 态 作 精 确 预 测 是 不 可 能 的 . 

Z. KI ROM. Hinon) 吸 引子 

现在 我 们 介绍 一 些 离散 动力 系统 产生 的 吸引 子 . 一 个 有 影响 
的 吸引 子 是 Hénon 吸引 子 , 它 是 法 国 天 文学 家 Hénon 在 1976 年 
发 现 的 . 

E EREB SKAH E RaR E 

f(x,y)= GF 1—ax* bx) mn (5. 69) 
的 近代 ,其 中 a 和 bb 是 常数 . 

-如 果 没 有 耗 散 , 相 空间 就 不 会 折 侄 和 收缩 得 产生 无 穷 的 分 形 
层次 ,就 永远 不 会 出 现 分 形 那样 的 奇怪 吸引 子 . 然而 在 (5. 69) 中 取 
a 一 1. 4,b —0. 3 作 数 值 研 究 ,对 这 些 值 存在 一 个 四 边 形 DD ,使 得 
f (D) CD. 将 注意 力 限 制 在 此 区 域 上 ,VY (x,y)E ,这 个 映射 的 
Jacobi 行列 式 的 值 为 一 b, 其 面积 在 Z 上 以 常 曲率 收缩 . 对 坐标 
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作 线 性 变换 , 式 (5. 69) 是 具 
有 这 种 性 质 的 最 一 般 的 二 次 
Bi t. 它 可 以 分 解 成 一 个 保 
积 的 变 曲 变换 ,一 个 压缩 变 
换 和 一 个 反射 变换 的 组 合 ， 
最 终 效 果 是 变 得 象 马蹄 形 ， 
当 a 二 1. 4,b 二 0. 3 时 ,依依 
的 数值 研究 发 现 了 系统 的 一 
”个 吸引 集 , 它 可 看 成 原点 的 
不 稳定 流 形 Wi《0,1) 的 极限 
集 , 是 一 个 分 形 吸 引子 , 称 作 
Hénon 吸引 子 , 如 图 5.5 所 


精确 的 图 象 表明 Henon 吸引 子 的 带 状 特征 . 在 局 部 它 是 类 
Cantor 集 与 直线 段 的 箔 卡尔 积 ,显示 出 某 种 自 相 似 性 . 数值 估计 
得 到 其 盒 维 约 数 为 1. 26. 

Hénon 映射 的 精确 分 析 十 分 困难 ,其 动态 性 质 还 不 完全 清楚 ， 
特别 随 a 和 b 变化 时 在 分 岐 性 质 上 发 生 的 变化 是 十 分 复杂 的 . 下 

节 我 们 将 给 出 它 在 bsc 时 较 详 细 的 性 态 分 析 . 

=. 劳 威 尔 (H. A. Lauwerier) 吸 引子 - 

劳 威 尔 映射 是 马蹄 映射 的 变形 ， 

fi[0,1]x [0.1 [0,1] X [0,1] ENH. 

f(x3y)= (bx(1 一 2y) 十 yy,4y( —y)), O«bxl (5. 70) 

fti zK IEC B9 PIT OU HR I h (0,00 ,C3/( T 2b, 3/0 ,它们 
的 稳定 流 形 分 别 是 线段 y=0, 和 y= 二 3/4, 其 不 稳定 流 形 也 可 以 求 
出 .QC0,0) 的 不 稳定 流 形 页 :CO ,{) 是 映射 的 不 变 曲 线 ， 
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1 1,1 : 
x———-——(i-—1)»,b*e&(t)s 
w:O,D. 2 2 b à ' (5. 71) 
y —sin?(t/2) ,tzz0 
式 中 
Sint . 
AOS aan" k—1.2,; 
男 一 不 动 点 P(3/(4 十 2b) ,3/4) 的 不 稳定 流 形 
eo b 
x-i-lq-bDL&oOG* 
W:OP,D: (5. 72) 
y—sin' C472. 一 <t<e 
式 中 
"m enGeScO 
k 
( —2)*sin (3. grtz D 


AGGERE RA CR AER RLÁS 4 REGIT. 可 以 证 明 ,这 一 
分 形 吸引 子 与 水 平 线 的 截 口 是 一 紧 致 的 不 可 数 的 完全 集 , 当 0<b 
一 1/2 时 是 完全 不 连通 的 零 测度 集 , 因 而 同 胚 于 三 分 Cantor $, 
即 它 是 Cantor 型 的 . 
推广 到 更 一 般 情形 ,可 以 研究 一 类 映射 的 兴 代 ,如 
人 


. (5. 73) 
yn+1={Cy,) 
其 中 f(0) —0,0b«1. 鞍点 O00,0) 的 不 稳定 流 形 
l. E 
二 (二 二 1) b*e(t/a*) 
wo p D Diabeta (5. 74) 
y=ọ(t) 


-AP g(t) 是 满足 一 定 条 件 的 周期 函数 . 
研究 表明 ,许多 映射 的 奇异 吸引 子 都 是 具有 分 数 Hausdorff 
维 数 的 分 形 集 , 吸 引 域 的 边界 也 显示 出 分 形 结构 . 下 述 映射 就 是 如 


EA 


UJ. 格 里 波 基 一 沃 特 一 约克 (Grebogi 一 Ott Yorke) 吸 引子 
»*119。 


考虑 下 述 映射 的 迭代 

0,.,7720, (mod2r) 

i 一 aZ, + z4 +Bcosô, 
这 一 映射 有 两 个 不 动 点 (0 »Zb) „(0 »Z,) , 其 中 
a-iü-0-i/-sy-a | 
a= 0-a) +4 /-o-48 
Fa “两 个 不 动 点 分 别 在 吸引 域 边界 和 吸引 
disoCA 对 上 . 当 a=0.5,8==0.04 时 ,吸引 子 
TiO AGO 和 吸附 界 ( 即 吸引 域 的 边界 ) 如 图 5. 6 


EB Sio ER BDUXCTOEARASU [zona 


(5. 75) 


Dd 于 如 ,所 以 z 的 轨道 趋 近 于 z 一 十 oo, 说 
Fi] E, 瞩 一 十 co 是 这 一 喘 射 的 一 个 吸引 集 . 
p! : $ 又 因为 在 带 形 区 域 |z| 志 x.=0. 1 上 ， 
图 5. 6 Grebogi — Ott — Yorke 这 瞎 射 映 到 自 身 ;而 9 相当 于 符号 动 
吸引 子 和 吸附 界 力 系 统 的 移 位 映射 , 它 是 Li— Yorke 


意义 下 混沌 的 . 所 以 这 一 区 域 中 的 吸引 集 是 混沌 的 , 对 za 进行 估 
计 可 知 吸附 界 的 上 半 部 分 位 于 带 形 闷 <z<x Pj. 由 于 映射 限制 于 


此 带 形 区 域 时 在 方向 是 扩张 的 , 即 z Caza +i + Beos.) 2» 1. Bf 
以 每 一 竖 线 段 映 入 更 长 的 线段 且 穿 过 带 形 区 域 . 因而 对 每 一 6, 有 
唯一 的 值 (0) 使 得 点 (0,z(0)) 在 映射 下 恒 留 于 带 形 区 域 ,所 得 曲 
线 {(b,z(b) 19 一 gmod2x} 是 映射 的 不 变 集 . 它 是 z= ce 吸引 点 和 有 
界 吸引 集 的 吸附 域 的 分 界线 , 即 吸附 界 . 下 半 平 面 的 吸附 界 是 前 一 
吸附 输 曲 线 的 逆 象 之 一 , 另 一 逆 象 是 其 自身 . 利用 扰动 方法 可 以 证 


明 ,1B| 过 过 1 时 ,吸附 界 曲线 是 Weierstrass 函数 的 图 象 .事实 上 ， 7 
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z(0) =z (0) + Bz, € + P2, 0) 4- *-* 
而 

z(20) 一 az(6) 十 z(0)2 十 BRcosB 
比较 1,B, 记 ,… ,Br,… 的 系数 ,得 

Zz;(0)—1—a 

zı (20) —Az, (8) 4- cos 

2,0) Az (OH Piria nOn 

n—2,3,:- 

AP A—2—2a. 由 z 的 函数 方程 求 得 

z (0) — — $ MN “+Vcos2:0 
M 1<A<2 时 , 它 是 Weierstrass H% , E, Hausdorff 维 数 Da 一 2 一 
1nA/1n2. ?4 |8I 43H35 / NE ,z CO PAPE FCU z4 (0). 

设 z1(0) ,… ,zs_1(9) 均 已 表 成 Fourier 级 数 , 则 

Zits n(0n(0— 27. af" coskó 
常数 SD BUS a D .apoP see, ko—0,1, n oo XX. 假设 对 固定 
85 n, af"—0 (k 王 00), 则 可 以 从 函数 方程 中 求 得 如 下 zs (OO B 
Fourier 级 数 . 


tr 


> 0 CIT. 

s cos(2p — 1)8 

< -i» lQ»e 
N q-1 p=1 

3 A29 
E vou RE HE E R CRT MIC GR 
: 数 .图 5.7 是 按 扰动 方法 得 


Si one o oo oa oso 到 的 函数 (0)zo C0) Hz (0) 
H 5.7 Mae ha - c P2, -- 82, OKER. 4r 
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形 吸附 界 的 维 数 将 在 下 节 给 出 . 
$5. 混沌 运动 与 奇异 吸引 子 的 定量 描述 


在 本 节 ,我 们 介绍 Lyapunov 指数 ,不 变 测 度 和 炉 . 讨论 它们 
和 维 数 的 联系 ,对 混沌 运动 和 分 形 吸 引子 进行 定量 描述 . 
—. Lyapunov 指数 
我 们 知道 ,在 选 代 
Xn+1—={(x,) (5,76) 
的 作用 下 , 邻 点 的 分 离 导致 混沌 运动 . SEE 和 xs 十 es 两 个 相 邻 的 
初始 点 出 发 得 到 两 个 迄 代 序列 {f(xo)) 和 {f(xo 十 6)) ,它们 按 指数 
分 离 , 即 | 
ee? 0) 一 |f (xo Fe) — f^ (xa) | 
在 极限 情形 


AG) 一 limlim ND | 


Pate) — f” (x,) 


€ ^" 


| 


df” (xo) 
im (5.77) 


Xxo) 称 作 动 力 系 统 (5. TOH Lyapunov 指数 . 它 量度 了 两 条 轨道 
的 指数 分 离 程度 ,因此 是 轨道 不 稳定 性 的 量度 . 在 >>0 的 方向 , 轨 
道 迅速 分 离 ,长 时 间 行 为 对 初始 条 件 敏感 ,运动 状态 是 混沌 的 ;< 
0 的 方向 , 相 体 积 收缩 ,运动 稳定 ,对 初始 条 件 不 敏感 ;A 二 0 对 应 稳 
定 边界 ,初始 误差 既 不 放大 也 不 缩小 ， | 
EH C5. 76) 和 链 规 则 (5. 66) 知 ,用 (5. 77) EG B (xs) 可 以 写成 


AG) = limt L5 eir (x) | (5. 78) 


由 此 可 见 ,Lyapunov 指数 也 量度 了 一 次 迭代 后 的 信息 的 平均 损 
A. 当 上 (5x)| 随 点 而 改变 时 ,多 次 迭代 后 ,信息 的 平均 损失 
e 122» 7 


Al= —lim logalf G0 | (5. 19) 
P C. 78) fü C5. 7908 8l 
A(x) = —1n2 * AI 

B RREH TIE A GG0 5 fii ICT SUR LAE E O0 20. 即 体积 
膨胀 ,结构 被 放大 ,分辩 率 增加 就 意味 着 信息 不 断 产生 . 而 X(xo)<< 
0 为 体积 收缩 ,意味 着 信息 损失 或 被 破坏 . 

例 5.5 三 角 映 射 

八 (x)=r(l—211/2—x|) (5. 80) 

可 求 得 其 Lyapunov 35 8 X—1n2r. 1771/2 Wf A>0; m r<1/2 时 入 
<0. Lyapunov 指数 在 r—1/2 处 改变 符号 ,其 作用 类 似 于 序 参数 ， 
意味 着 系统 在 r— 1/2 RbE A IB MEE. 

对 于 d 维 动力 系统 ,有 d 个 李 指 数 Si ,Xho. 入 表征 了 第 i 
个 方向 上 轨道 的 分 离 程 度 — RR ALAS IAM Oa Az tt aAa) 
称 作 李 指数 谱 . 

李 指 数 的 符号 或 李 指 数 谱 在 区 分 吸引 子 性 质 时 很 有 用 .以 3 
维 情形 为 例 . 对 稳定 不 动 点 ,3 个 李 指 数 都 为 负 , 即 其 谱 为 (一 ,一 ， 
一 ,), 表 示 3 个 方向 上 轨道 都 收敛 ;对 于 极限 环 , 指 数 谱 为 (0, 一 ， 
一 ,) ,表示 沿 极限 环 方向 ,轨道 不 发 散 也 不 收敛, 而 在 其 它 两 个 横 
截 极限 环 方向 轨道 收敛 到 极限 环 上 ;而 对 极限 环 面 ,指数 谱 为 (0，. 
0, 一 ) ,两 个 指数 为 0 表示 两 个 频率 mw 和 os 的 准 周 期 运动 . 而 对 
于 分 形 吸 引子 ,至 少 有 一 个 李 指 数 大 于 零 ,轨道 沿 这 个 方向 发 散 . 
由 于 保守 系统 体积 不 变 , 耗 散 系 统 体积 收缩 ,因此 轨道 最 终 要 收缩 
到 相 空 间 的 有 限 区 域 或 吸引 子 上 . 这 两 种 矛盾 运动 折 中 的 结果 , 轨 
道 只 能 无 限 次 地 折 和 迭起 来 ,使 吸引 子 成 为 分 形 集 . 其 分 维 与 李 指数 
的 关系 有 著名 的 Kaplan — Yorke 猜测 E4222 AIROTMÀAGAZ 
RAS] Lyapunov 维 数 
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D.—i- ZN/ I| | (5.81) 
Russel 等 人 就 依依 映射 进行 数值 检验 并 就 某 些 吸 引子 证 明 Di = 
Da. Ledrappier 证 明 D4 xz Da- 在 二 维 情形 , Young 证 明 Dar 二 Di. 
在 高 维 情形 已 有 许多 例子 说 明 DAD. X T C. 81) 可 用 范围 的 研 
究 仍 是 一 个 很 活 牙 的 领域 . 
对 于 上 节 中 的 劳 威 尔 映射 ,其 两 个 李 指 数 一 ln2,h 一 In y b, 
因而 
D, —1-Hin2/ [ln Š | 
例 5.6 动力 系统 (5.75) 的 Lyapunov ZEE 
为 计算 (5. 75) 的 混沌 吸引 集 的 分 形 吸 附 界 的 维 数 ,可 求 出 沿 
z 轴 的 Lyapunov 指数 
o,^«lnÀ — Lg! — Mf? 
这 里 
L= 21—1 ， M= 2) (8X 一 5 一 2 和 十 2) 
入 (一 1)C 一 1) 34(0—1)07— D 0/—1 
先 求 吸附 界 沿 z 一 方向 的 维 数 . 在 0— 0, 处 , 沿 z 一 方向 的 长 度 
为 工 的 线段 在 北 映 射 之 下 缩短 为 L/3, 其 中 心 一 a 十 2z(6) ,作用 n 
次 后 长 度 为 L/A(b)， 人 和 人 (b) 一 83 …3 而 0 方向 上 长 度 缩减 
为 原来 的 1/2". 车 以 直径 为 e —1/2" 的 正方 形 覆 盖 吸 附 界 ,所 需 
正方 形 的 数目 最 小 约 为 
N Cen DELA En 
所 以 其 盒 维 数 


D,—limlnN (e) /In1/«—1— lim iL L inja+2a 
— "m 
D,—1—5,/1n2 
E] IC EUR BR ES- H £89 E D—1-4-D;— 2— o, /1n2. 可 计算 每 一 
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onlin? t— 


曲线 a(0),i 王 1, 2 它们 的 分 维 都 为 D 王 2 一 In/in2, 但 其 组 合 


2) 一 之 /Brz,(0) 的 维 数 却 与 此 不 同 . 

二 .不 变 测 度 

不 变 测度 eC(x) 决 定 了 如 下 么 模 映 射 迭 代 的 密度 

Xan = ECan), XaELO,1], n20,1,2,- (5. 82) 
P(x) 定义 为 

eGO =lim 2 [x —fG)] 
APSC H 6 KK. 


若 pGO 5j x, 无 关 , 则 系统 称 作 遍历 的 ,这 时 g(x) 的 “时 间 平 
均 ” 可 改写 成 不 变 测度 平均 


b n 1 
lim. Zea) =lim 2 g(f a) J= f GogGodx (5. 83) 


这 说 明 ,如果 相 空 间 中 的 运动 是 遍历 的 , 则 关于 稳定 分 布 密 ,可 用 
密 的 总 体 平均 代替 时 间 平 均 


lm 二 | A[xCt)Jat= [eG Goa x (5. 84) 


这 里 A 是 时 间 相关 向 量 天 = (CO COD BS REG PARET LAR i 
是 广义 坐标 ,它们 满足 Hamilton 方程 
a= , b iE (5. 85) 
Xf Hamilton 系统 ,一 般 密 度 分布 p(X,t) 在 相 空 间 的 动力 学 特 
| 性 由 下 述 Liouville 方程 描述 


pKt) = —iLp(x,t) , | (5. 86) 
式 中 
,12 Ha | 
L 一 (一 一 一 一 一 ) (5. 87) 
op oq 3q op 


是 Liouville YF. 
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若 映射 (5. 82) 给 出 时 间 演 化 , 则 对 应 于 这 个 一 维 模型 的 演化 
方程 可 以 导出 . 设 初始 点 为 x。, 一 次 迭代 后 演化 为 f(x。), 这 意味 着 
9 函数 分 布 (x 一 xo) 在 一 个 时 间 步 长 后 演化 为 5[x 一 f(xo)]. 于 是 


1 
Bx — faxo Jo f s[x 一 Koy)]ay 一 xo)dy (5. 88) 


将 上 述 结果 推广 到 时 刻 n 的 任意 密度 p, (x), 即 得 到 所 谓 Frobe- 
nius 一 Perron 方程 

prs1CX) = [alx pady (5. 89) 
È X BO ps(x) 的 时 间 演 化 . 因为 方程 (5. 83) 仅 当 p(x) 与 时 间 n 无 
关 时 才 有 意义 ,也 就 是 说 ,oe(x) 是 Frobenius 一 Perron 算 子 的 特征 
函数 ,其 特征 值 为 1, 所 以 不 变 测度 p(x) 是 稳定 的 .从 而 

eGO- 'ax-toodeGody — (5. 90) 

形式 上 ,上述 方程 有 很 多 解 , 例 如 òl(x— x“) ,这 里 x' —f(x') 
是 不 稳定 不 动 点 . 但 是 只 有 一 个 解 是 恰当 的 . 若 存 在 弱 随 机 噪声 
时 ,找到 非 稳 斥 性 不 动 点 的 概率 是 零 , 这 种 假 的 解 被 自动 除去 . 因 
此 ,以 后 说 的 不 变 测度 p(x) 是 怡 当 的 不 变 测度 , 即 当 系统 加 上 小 
的 随机 噪声 时 是 稳定 的 . 

例 5.7 r=1 时 的 三 角 映 射 

2x xz 1/2 
^07 [20 a) (00 x»1/2 (8. 91) 
&^] 2E DI PE S ED fi 
eco - iip Dea 3] 

SAEBIENREToGO-—1 且 可 证 明 解 是 唯一 的 . 

jx EUR r= 183 — f LIE (CM IB ETE SIE x fx), 
FG GG) 一致 地 复 盖 区 间 [0,1j, 因 此 系统 是 遍历 的 . 

三 . 柯 尔 莫 哥 洛 夫 米 

Kolmogorov 箭 是 在 相 空间 中 刻画 混沌 运动 最 重要 的 量度 . 它 
可 以 区 分 规则 运动 ,混沌 运动 和 随机 运动 . 
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在 统计 热力 学 中 , 炉 

S= —k, Zpilnp (5. 92) 
pi 是 系统 处 在 状态 i 的 概率 . AES 是 系统 无 序 程度 的 量度 . 无 序 程 
度 的 增加 对 应 于 对 状态 可 知性 的 减少 . 根据 Shannon 的 信息 论 ， 
WS 可 用 来 刻画 我 们 对 系统 无 知 的 程度 . 只 要 S 之 0, 系 统 总 存在 
一 些 我 们 无 法 认识 的 侧面 . 

根据 S 我 们 可 以 引入 Kolmogorov 48 .K 焕 的 定义 如 下 ;考虑 
奇异 吸引 子 上 动力 系统 的 轨道 元 D — G6 CO mx QD E d HE 
相 空 间 被 划分 成 大 小 为 -的 盒子 ,系统 的 状态 可 在 时 间 c 的 间隔 
内 观测 . dp Lu 是 (0) 在 盒子 i 中 ,区 (t) 在 盒子 中，…， 
XCnr) 在 盒子 i 中 的 联合 概率 . 根据 Shannon 公式 , 量 

K,— 2 pi np, (5. 93) 
正比 于 以 精度 /确定 系统 在 特殊 轨道 i nic 所 需要 的 信息 ,因此 
K, 一 K, 是 已 知 系统 先前 处 于 io* …i,* 而 预测 系统 将 在 单元 i2， 
中 所 需 的 附加 信息 . 这 意味 着 K,: ,一 K, 量 度 了 系统 从 时 间 n 到 
”n 十 1 的 信息 损失 . K AEA E BATHR 


n— l 
K =lim lim lim E 2 (Ki —K) 


oii (5.94) 
极限 />0 使 得 kK 与 分 划 的 选取 无 关 . 对 离散 时 间 步 长 + 一 1 的 映 
射 , 则 将 r->0 S 
K 在 混沌 的 量度 中 是 很 有 用 的 . 对 规则 运动 K 变 为 0; 在 随机 
系统 中 K 为 co ; 若 系统 表现 为 确定 性 混沌 , 则 K 是 大 于 0 的 常数 . 
K 烂 越 大 ,那么 信息 损失 速度 越 大 ,系统 的 混沌 程度 越 大 ,或 说 系 
统 越 复杂 . 
对 一 维系 统 .K 恰 为 正 的 李 指数 . 对 (5. 290 , 李 指数 随 r 而 变 
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=lim lim limt p Pe _ InP,...; 
d--0 nt Dd 


化 ,对 规则 运动 ,MGr)<0; 在 分 歧 点 XG) 一 0; 而 在 混沌 区 Ar) >O. 
对 高 维系 统 ,K LEIT EEES 


K— [oGo TA Gdix (5. 95) 
式 中 p(*) 是 吸引 子 的 不 变 密度 . 在 大 多 数 情 形 ,六 与 无关, 这 时 
积分 变 为 求 和 ” 

K= Dat (5. 96) 


LM DD EE n . 

只 要 科学 之 所 至 ,混沌 好 象 无 所 不 及 . 那么 系统 究竟 是 如 何 从 
规则 运动 转 入 到 混沌 运动 的 呢 ? 混沌 运动 有 何 普遍 特征 昵 ? 这 里 
我 们 论述 倍 周期 分 歧 进 入 混沌 的 道路 以 及 进入 混沌 后 系统 所 表现 
出 的 普 适 规律 . 

从 上 一 节 知 道 ,对 (5.29) 这 一 非 线 性 系统 , 随 着 控制 参数 + 的 
增加 ,系统 振荡 的 周期 在 某 一 特定 值 上 发 生 倍增 . R bssler 吸引 子 
也 具有 这 种 倍 周期 分 岐 ,实际 上 这 种 现象 在 混沌 运动 中 并 非 个 别 
现象 . 从 倍 周 期 分 歧 到 混沌 的 普遍 性 首先 由 Feigenbaum 发 现 ,下 
面 结 合 实例 进行 分 析 . | f 

例 5.8 Rossler 吸引 子 ( 图 5. 8 

在 图 5. 8 中 ( 见 下 页 )， A) 的 上 面 是 一 个 极限 环 , 对 应 1P 的 
周期 点 ,功率 谱 密 度 的 峰值 出 现在 基 频 16H, 及 其 倍 频 32H., 
48H,,…， B) 是 参数 值 增加 后 ,极限 环 发 生 劈 裂 形成 2P 的 周期 
轨道 ,功率 谱 密度 值 出 现在 分 频 8H, 及 其 倍 频 16H,,24H,,…. Æ 
参数 值 进一步 增加 ,周期 2P 的 轨道 也 将 不 稳定 而 进一步 分 岐 出 
周期 4P 的 轨道 ,对 应 功率 谱 在 4H, 及 其 倍 频 上 出现 峰 值 . 以 此 类 
推 , 每 一 次 分 岐 , 周 期 都 要 加 倍 , 即 频率 要 缩小 一 倍 ， D)、E)、F) 
是 系统 进入 混沌 区 以 后 ,所 发 生 的 混沌 带 反 向 分 歧 过 程 ,正好 与 周 
期 倍增 过 程 相反 . 
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5.8 R o ssler 吸引 子 的 倍 周期 分 岐 及 其 在 功率 谱 曲线 上 的 反映 


随 着 参数 的 连续 变化 ,系统 的 行为 不 断 地 以 周期 倍增 方式 走 
向 混沌 ,在 May 的 虫口 模型 (5. 29) 中 ,在 Henon 映射 和 Lorenz 系 
统 中 ,在 非 线 性 电路 的 分 频 和 混沌 运动 中 ,都 存在 由 倍 周 期 分 歧 通 
往 混沌 的 道路 . 

例 5.9 Logistic 模型 (虫口 方程 ) 的 迭代 

将 分 岐 区 的 参数 记 为 1<r<re; 混 沌 区 参数 r-<r 近 4, 如 图 
5.9 所 示 ( 见 下 页 ),r。 王 3. 5699456…. 在 周期 区 有 如 下 结果 


DAE ra 值 处 ,不 动 点 个 数 从 2 :增加 到 2^. 标 度 nm 满足 
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间 最 邻近 x T 27 ARI BERI d, 有 常数 比 ， 
d, o. 
doc n1 (5.98) 
iX UV] e He Xj Feigenbaum 常数 ,数值 计算 结果 : 
8-4. 6692… 
a2. 5029…， 
在 混沌 区 也 有 如 下 结果 : 

. 让 混沌 医 间 通过 反 向 分 歧 
移动 到 一 起 ,直到 yx 一 4 时 迭代 
分 布 在 整个 区 间 [0,1] 上 . 

iDr 一 窗口 由 周期 P- 一 环 


-= Wir Ze o> q6), RAE A ig 
S f | P,2P,22P… 对 应 的 标 度 值 r 和 
y (5.97) 有 相同 的 8 但 常数 < 不 
t " 同 . 
5.9 Logistic Bf i 让 在 r=r., 一 c 85" 产生 三 倍 
ffo f ME ARA E 周期 3P 和 4 倍 周 期 4"P, 具 有 


不 同 的 Feigenbaum 常 次 (如 对 3^P = 55.247…) 但 仍 是 普 适 的 . 


下 面 我 们 讨论 一 维 非 线性 映射 迁 代 的 Feigenbaum 序 列 及 其 
普 适 性 . 考虑 (5. 69) d! b 1 HF £3 f 


— 2 
[5e 1 一 一 axXn 一 yn 


(5. 99) 
ly, t1 = Xy 
作 坐 标 变换 
——— af?4-28—1:0; c-—a (5. 100) 
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则 (5. 99) 变 为 


4 Xn [Yn 1 一 2 一 工 . 
yn : MD 
工 的 不 动 点 为 


xi =y =0; xi =y =1—e 
它们 也 是 T* 的 不 动 点 ,而 且 是 方程 
Cex +x’) -EcCex 4 x)0—x-—0 
的 解 . 为 解 此 方程 ,注意 到 T 的 不 动 点 也 是 T HRZ 
程 约 化 为 一 个 二 次 方程 ,有 角 
xt my l7 GEDA VEFE] 
不 动 点 的 稳定 性 由 了 的 Jacobi 矩阵 


eT, eT, 

ox ay 2c+4x* —i 
J(x”,y” )= . =| | 

oT, T, 1 


9x ƏY Tx*,y") 


的 特征 值 N :决定 .这 里 
hamt tE AG 4]. td 一 2c 十 4x， 
tr] 表示 J 的 迹 (trace). 


(5. 101) 


(5. 102) 


(5. 103) 


点 ;上 述 方 


(5. 104) 


(5. 105) 


(5.1065 


我 们 知道 ,detJ= 七 1 时 ,T 是 保 面 积 映射 ,代表 保守 系统 ， 
—i«det] «1 表示 系统 演化 时 相 空 间 体积 要 收缩 ,因此 代表 耗 散 
系统 . 这 里 detJ=1, 即 有 为 =1AN. 这样 ,只 须 讨论 两 类 本 质 不 同 


的 不 动 点 : 双 曲 不 动 点 和 椭圆 不 动 点 . 


对 双 曲 不 动 点 ,.: 是 实 的 且 和 >1,)<1. 即 沿 特征 向 量 让 ,已 


(5. 107) 
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Ax A, Ax 
[aA | -— 
AY Ay / 


即 是 说 ,这 一 不 动 点 是 不 稳定 的 . 因为 不 在 稳定 流 形 上 的 所 有 点 都 
We 被 驱 离 (x" y ) .无穷 次 达 代 后 ,需要 考虑 沿 己 对 不 动 点 的 通 
进 . 


ro 0 0 
imr. J- 2 Laara)” N (5. 109) 
X 388 BS RI A A VE — KIT RUE AE ÓRE HE] EL A D 
det] -ArA—1. 故 可 写成 


(MES D. (5. 110) 
经 适当 坐标 变换 可 将 本 写成 简单 旋转 

Ax cosp  —sinQ][ Ax 

TAL cose Sl (5.111) 


且 不 动 点 是 稳定 的 . 这 是 因为 在 其 近邻 的 每 一 点 仍 在 近邻 ,J 决 不 
能 将 它们 驱 离 不 动 点 . 
由 于 特征 值 %.: 只 依赖 于 线 性 变换 生 阵 的 入 因此 得 到 如 下 


稳定 性 准则 : 
|trj | 过 2 一 稳定 不 动 点 
lz 全 2 一 不 稳定 不 动 点 (5.1125 
由 此 得 T 的 不 动 点 的 稳定 性 准则 : | 
A x* =y" =0, Itr] | — [2c ,那么 
4 je <1 时 稳定 
X[x'-—y'-1—c. |trJ|=2[2—c|, 32A 
M je|>1 时 不 稳定 (5. 113) 


对 T ,类 似 于 一 维 情形 的 链 规则 有 
tJr=t LJr(xs" y") * Gg yyr)] 
二 2[ 一 2(C 十 1)(c 一 3) 十 1] 
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2 当 c 一 一 1 
(5. 114) 


—2 MXc-1— 4/5 

这 里 JERR J’ H Jacobi ÆRE, xz ,y? — T Gu iyi. 

综 上 述 , (xz ,y? ) 是 周期 1 的 吸引 子 且 对 一 1<c<1 BUE: 
(xi ,y? ) 是 周期 2 的 吸引 子 且 对 1 一 V5 <c 二 一 1 稳定 ,由 此 我 
们 看 到 了 分 岐 串联 的 开始 . 

现在 我 们 论证 导致 了 整个 周期 倍增 序列 的 自 相似 性 和 
Feigenbaum 序列 . 

将 (5. 101) 改 写成 


Xanı 十 Xn-1 二 2cxn 十 2x2 (5. 115) 
上 式 在 周期 2 的 不 动 点 邻近 线性 化 

好 一 寺 [ 一 (二 1D) 十 (一 D" KCFDGTS). n=0,1,2,3 

| (5.116) 
就 得 到 

Axr FAx- = Ge Ax 27x, —26CAx, 0? (5. 117) 


EX'PÀCn—2m4- 18H n—2m-—1 并 相 加 ,得 
人 xsom+? 十 人 Axzm 一 一 2 人 xsn 
十 (2c 十 4xr DCA Xm HAm 
十 2[ CA xa H (Axzm+1)’] (5. 118? 
(5. 1172 4 n-— 2m 则 : 
A Xm F ÂAXm-1 = (20 d- 4x] Axm 2 CA X) (5. 119) 
把 上 式 和 (5. 118) 相 加 ,得 
人 xsnf3 十 人 xsm -277 2€! /NXgg H 2a AX) --0[ CA x27] 


(5.120) 
引入 标 度 变换 x, ma As ,有 
Xm Xs 77 26 Xn tH 2x4? (5.121) 
这 里 
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c'72 2€c4-2xí 2Cce4- 2x0 ) 一 1 一 2c2 十 4c 十 7 (5. 122) 
a 2€c-- 2x4 0-- 2€c- 2x; 2? (5.123) 
比较 (5. 12100 €5. 1150 81 R HEBR EE 2 一 环 邻 近 扩 展 到 
二 阶 , 对 结果 进行 标 度 变换 就 得 到 原来 的 映射 , 即 xz — y^ 一 0 在 
lc | «189 $8 zE TE TR T 2— 90 xr — yr m AxmAycof£lc | 一 
[2c--4c-- 7] &1 3E 1— V/ 5 «c —1 的 稳定 性 . 
重复 上 述 讨论 , (5. 12008 4 一 环 也 成 立 ,… 得 到 周期 2 一 环 
的 分 野 串 联 且 对 ec ees 是 稳定 的 ,cn 满足 递 推 公式 


Ea- = 20i d- 4c, - 7 (5. 124) 
{cs} 称 作 Feigenbaum 序列 ,其 极限 c- 满 足 
Co = 262, d- 4c. +7 (5. 125) 


解 得 cuo —1. 2656 ,计算 机 数值 结果 c. — — 1. 26631127 (4 E 
(E cci BUE S RRA 27P 个 周期 ,因此 进入 混沌 状态 . 
Feigenbaum 常数 8 满足 
cn 一 ce 十 AS 
代入 (5. 124) 求 得 


Ca Cntl 


= lim = —4c4 +4=9. 06 


nC, E177 Cn4 2 
计算 机 数值 结果 6— 8. 72100872. 

另 一 个 普 适 常数 是 标 度 因子 a 二 一 4. 128, 计 算 机 数值 结果 a 
— — 4. 018077---. * l 

上 述 讨论 说 明 , 在 二 维 非 线性 映射 的 迭代 中 ,也 存在 从 周期 倍 : 
增 通 向 混沌 的 道路 ,但 Feigenbaum 常数 比 一 维 情形 大 . 这 里 8 的 
物理 意义 仍然 代表 了 分 歧 序 列 的 收敛 速度 ,a 代表 了 自 相似 的 几 
何 结构 每 一 次 缩小 的 程度 ,它们 都 是 普 适 常数 ,反映 了 保守 非 线性 
动力 系统 中 一 个 共同 的 侧面 . 

对 于 耗 散 系统 ,也 可 得 到 类 似 结果 . 这 时 周期 2"P 的 轨道 分 歧 
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的 参数 值 满足 
cu 1 一 一 2c3 二 2cu 十 2 (5. 126) 
JE A IE s RE eum — 0. 78077. XC Gb ZR coo — — 0. 78495 
Feigenbaum 普 适 常数 的 理论 值 3=5. 12e ,数值 结果 d= 4.6692. 
误差 9.7%%; 标 度 因 子 a 的 理论 值 a 一 一 2. 3399 ,数值 结果 a= — 2. 
502907. 
A nq rd IR rEEHE ARRE ,为 非 线 性 系统 动态 行为 
05 fL nr oe T ERG. 例如 , 若 我 们 只 知道 两 个 分 歧 点 cv 和 ci, 刚 预 
测 系 统 进 入 混沌 的 参数 值 近似 有 
cu 一 cr 十 1 2725C 一 ch ) (5.127) 
当 参 数值 超过 ec.. 后 系统 进 人 . 混沌 状态 ,但 混沌 状态 并 非 - 
温 乱 .这 种 表面 无 序 现象 的 背后 ,隐藏 着 无 穷 PIE 
现 出 某 种 自 相似 性 . 这 就 给 分 形 几 何 提供 了 用 武之 地 ,各 种 分 形 维 
. nur xemEum qu  ITREBUREH. 


$6 分 形 排斥 子 


对 连续 映射 f 的 一 个 不 变 集 A 人 ,如 果 A 附 近 且 不 在 人 中 的 所 
有 点 经 过 的 迭代 后 远离 f ,那么 人称 作 一 个 排斥 子 (repeller). 粗 
略 地 说 :f 的 排斥 子 信 与 人 是 f 的 逆 映 射 {7!( 可 能 是 多 值 的 ) 的 吸 
引子 是 等 价 的 . 若 人 具有 奇异 吸引 子 的 几 条 性 质 , 则 称 人 是 上 的 分 
形 排斥 子 . 通过 上 的 排斥 子 也 能 分 析 上 的 混沌 性 质 . 

$45.10 帐 莲 映射 的 排斥 子 

映射 E: 家 一 家 定义 为 

fo 一 了 (1 一 [2x 一 10) 
因为 它 的 图 成 帐 莲 形状 (如 图 5. 10), 故 称 作 帐 茵 映射 (tent 


map). 很 显然 把 匹 以 两 点 对 一 点 的 形式 映射 到 (一 c ,3/2) 上 . 
定义 S, ,Sz:[0;1 1 一 [0,1j] 如 下 : 


1 1 
S1(x)= xX， S&D —l1— x 


ni 
rxp$0-:s-1D 可 见 
{(S1(x))={(S,(x))=x, 
Oxixxl 


x 即 在 [0,1] 上 ,f o S; 一 { ? 
S, — id. 因此 S, 和 S, 是 
全 :的 两 个 分 支 ,S SS 


在 L0,1J 上 都 是 压缩 映射 - 
; 存在 唯一 的 紧 不 变 集 人 满 
oy 足 
~ A —SCOUSCOD 
Bis 10 KERS EGURUE T (5. 128) 


事实 上 ,人 一 介 S([0,1]),( 这 里 S' (1D) 一 Si DUSA), 
I=L0,1]) ,可 见 人 是 Da 一 Ds 二 log2/log3 的 三 分 康 托 集 . 

由 (5.128) 知 fCA)== 信 ,下面 说 明 人 是 一 个 排斥 子 . 

E ok«o.£G0)— SO 2x— 1 — 3x kool f (x) —3'x 
o. x1 too 7 $0 20D — 30 30. 当 k->co 时 ， 
fO) 3*10—x)— —o6, 

E x€ [OINA TE k E x € UIS, * e S C0 1D Di 
=1,2,j=1, sk}, W fGO € [0,1]. 24 kookt, f (x) — oo. BẸ 
A 外 的 一 切 点 经 迭代 后 都 趋 于 一 co ,因此 A 是 一 个 排斥 子 , 


下 面 说 明和 人 是 一 个 分 形 排 斥 子 , 即 分 析 f 在 和 上 的 混沌 性 质 . 
* 136* 


已 知人 是 三 分 康 托 集 , 记 

A= {xi [512 j=1,2,.") 
xi 表示 从 [0,1] 作 第 k 次 三 分 后 的 子 区 间 中 的 点 ,者 5 mnm, 
ik — i, , WU] 

Ixus, XQ 11/3" 

E] 79 x, = S, Gui 2 BEA fOni 0 = xiu. i.n, 
一 无 穷 序列 , 且 由 0.1 构成 的 任何 有 限 序列 都 在 这 个 序列 中 作为 
一 个 连续 块 出 现 ,比如 

(0,1,0,0,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1, 2 
这 里 4 和 1 的 排列 正好 代表 着 数列 的 形式 . 那么 ,对 人 中 的 任何 
xi 和 任何 整数 q, 都 可 以 找到 上 ,使 得 (iiz tsia) = Gris tto 
ikta). 所 以 对 适当 大 的 上 ,人 Gx.…) 一 x aa MRE ER HE A 中 的 
每 一 点 , 即 f 在 人 中 有 稠 的 轨道 . 又 因为 xi.ii…ai… 是 周期 为 k 的 
周期 点 ,所 以 {的 辕 期 点 也 在 人 中 稠 , A A E Oii) E [0,1/3], 


但 全 (xi EÉ ;1j, 所 以 迭代 对 初始 条 件 有 敏感 的 依赖 性 . 
综 上 述 入 为 f MAMME. 

2 pL PG] 7r 3 8T LA WE AH , He EERE R R TE R 19.5 e 
的 斥 子 完全 相同 . S oS. 在 定义 域 D 上 都 是 压缩 的 一 一 映 
射 , 它 们 的 不 变 集 为 A 且 SiCA 信 ),… ,Sa(A ) 互 不 相交 , 则 对 于 当 x 
在 Si(A ) 附 近 时 使 得 f(x)==S;-1(x) 的 任 一 映射 {, 人 就 是 {的 一 
个 斥 子 ,再 验证 {对 点 x;ii… 的 作用 就 可 证 明 f 在 和 人 上 的 混沌 性 质 . 


UV 朱 力 亚 集 
本 节 介绍 复 平面 上 解析 映射 的 欠 代 产生 的 动力 系统 . 动力 系 


统 中 的 分 形 集 ,一 大 类 来 自 解析 映射 f;z 一 f(z) 的 送 代 . 它 所 显示 
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iL relie pA A SE Ze dd HOE EUR. 

上 PC2) 志 一 多 项 式 , 求 P(z) 的 根 的 牛顿 法 就 是 XR ILLI 
Nereo m [zP' G) — PG) ]/P! Golfo 

naa mac PG/P' (2,) (5.129) 

yog reds. Exesk Oc SU S C PN 
党 初始 点 zs RICE dE S ORE BUDE ETE. IDERA E 
是 可 预测 的 ,要么 是 混沌 的 . 本 节 将 讨论 与 Lata ne 

HA i sli 5 3E. 

一 .关于 有 理 映射 的 一 些 基本 概念 

复 平 面 上 一 个 有 理 映射 R(z) 可 表 成 

R(z)=P(z2)/Q(z) . (5.130) 

P 和 Q 为 复 多 项 式 且 没 有 公 因 子 ,R(z) 的 这 种 表达 式 除 去 - 
个 非 零 常数 因子 外 是 唯一 的 ， 

deg(R) 二 maxiP 的 次 数 ,Q 的 次 数 } 

称 作 RLz) 的 度 ,是 一 个 最 基本 的 不 变量 , 它 表 示 R 对 任 一 个 z 值 
的 不 同 原 像 个 数 的 最 大 值 . 事实 上 , 除 有 限 个 值 外 ,其 余 每 一 个 什 
的 不 同 原 像 个 数 都 达到 这 一 最 大 值 . 

除去 有 限 个 点 外 ,在 其 它 点 上 ;R 是 一 局 部 同 胚 . 使 R 不 成 为 
同 胚 的 点 称 为 临界 点 ,临界 点 的 像 称 为 临界 值 . 

在 临界 点 的 邻 域内 ,R 是 它 的 像 的 一 个 k 对 1 的 分 支 复 盖 ,k 
«deg (R). 一 点 不 是 临界 点 当 且 仅 当 此 点 互 不 相同 原 像 的 个 数 达 
到 deg(R). 临界 值 的 互 不 相同 原 像 的 个 数 则 小 于 deg R). 人 们 已 
经 准确 地 计算 出 deg FO —n 的 有 理 映射 具有 2n 一 2 个 临界 点 . 

像 实 动力 系统 一 样 ,点 z 的 向 前 迭代 序列 1z,R(z)，R2z(z) 5j 
称 为 z 的 轨道 .所 有 临界 点 的 轨道 的 集合 的 闭 包 称 作 后 临界 集 . 在 
分 析 解 析 动 力 系统 时 这 一 概念 起 着 决定 性 的 作用 . 

单 复 变 理论 在 复 解 析 有 映射 的 欠 代 中 扮演 着 一 定 角色 ,下面 给 
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出 这 一 理论 的 几 个 重要 结果 . 令 i 

A= {z|lzi<1} > m US 7 7 (5.13D 
Schwarz 得 到 如 下 结果 : 设 1 信 一 入 是 解析 映射 ,县 EO — 0, Y] 
VzEA 八 ,有 |{(z)| 志 |z LUCES Uribe etn a 
fj f22Az.[X|—1. 

单位 圆 盘 上 通常 载荷 着 常 曲率 为 二 1 的 唯一 PEEN. 通常 
PRIE Poincaré 度量 ,其 密度 函数 为 Doc 

pAG)-2/0—lz]D cos s 0S 0087132) 

若 将 无 穷 远 点 包含 于 复 平面 C 中 , 则 得 到 黎 曼 曲面 G: dm dE 
数 一 样 ,一 致 收敛 的 解析 函数 序列 的 一 致 撤 根 时 一 解析 冰 数 .. 若 定 
义 于 DD 上 的 一 族 解 析 函 数 1f,} 的 每 一 个 无 限 子 集 都 含有 一 个 在 DD 
的 每 一 紧 子 集 上 一 Salica TEI KEE- ERK E 

$|5.11 4 RG2—z.1f3 — (iR SR'SR 7) EAS fe 
ZFR ER 一 致 趋 于 常 值 函数 OGD AE O EE) Uo o 

XE A ROR (fe PR E [8] SE E E ve 0, 3 808227 0, ,使 和 
34 [z—w|«8 Et, |f C — £C) | m us 

Arzela 等 和 Montel 分 别 证 明了 正规 族 的 两 个 重要 骆 征 . 

iD 画 数 族人 fj) 在 D 上 正规 当 县 仅 当 它 在 DEME 

DD 上 的 解析 函数 族 7 — (Ele € 人 A}, 若 并 入 ULL CODO ARE 
Emo 上 三 点 , 则 多 是 - Po 

二 . 解析 动力 系统 的 有 关 结 

为 了 更 好 地 理解 Julia 集 UH AMNIS 
动力 系统 的 有 关 理 论 . 这 一 理论 相当 丰富 ， uada 能 概括 
EATA. B ICE OC] Jo OE Sce PGÉ SEA n s s 

对 于 一 般 的 有 理 上 映照 R,R 的 一 个 n 周期 点 zs 的 轨道 称 汐 周 
期 为 n 的 周期 缩 环 . 定义 周期 循环 的 特征 值 o 为 R^ .在 点 z 的 导 
数 . 根据 链 规则 "T 
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p= (R?)' a= IR G) oo | (5. 134) 
z=R(z_1) 
称 周 期 点 或 周期 循环 为 
CLOSER Ox lol 1, SERIA p—0 时 , 称 为 超 吸 性 的 . 
C1) 中 性 的 车 |e|=1 
CORRER Ælel>1 
值得 注意 的 是 当 且 仅 当 临界 点 属于 周期 循环 时 ,周期 循环 才 
是 超 吸 性 的 . 
具有 特征 值 6 的 R^ 的 周期 点 zo 的 Taylor 级 数 开 始 二 项 为 
R^ (z,--u) =z 二 pu 二 (5. 135) 
因此 ,着 fp| 过 1 E u ZARE z WER R^ (zo 十 4) 就 更 接近 z， 
而 R” (zo 十 u) 更 进一步 接近 zo。，,… 等 等 . 这 就 解释 了 为 什么 周期 循 
环 称 为 吸 性 的 . 若 |pl>1 B u 充分 接近 z, MEA 民 "(zo 十 a) 将 远 
离 z, 这 就 是 斥 性 周期 循环 名 称 的 由 来 . 


例 5.12 二 次 映射 RCC (5. 136) 
R.(z) —z'4-c,c€c (5. 136) 
的 不 动 点 是 方程 2 十 c= 二 z 的 解 
zi, 27 QV 1—4c)/2 (5. 137) 
其 特征 值 
6 一 1 十 vi~ 4c . (5.138) 


当 c 关 1/4 时 ,R。 有 两 个 不 动 点 , 记 作 a 和 有 RR. 其 中 B. 在 有 意 
” 义 时 代表 斥 性 最 大 的 不 动 点 。 
R. 的 周期 为 2 的 周期 点 是 方程 (z? 十 c)? 十 c 二 z 的 异 于 不 动 点 
的 解 
z= 二 (一 1 十 VV 一 3 一 4c)/2 
其 特征 值 
"，140。 


(5) 一 个 SxU 到 G 的 输出 映射 g- 

通常 记 为 M= G.S fuoi fg TRH 
sG-D-fGG uli)), 
gi -—gGGG;.uG),.i—0,1,2,- 

i S uG€U.gG €G. f sCOC€S 分 别 为 第 i 时刻 M 的 输 
入 .输出 及 状态 ;s(i 十 1) ES 表示 i 十 1 时 刻 的 状态 , 即 后 继 状态 . s 
(0) 称 为 初始 状态 . 这 种 有 限 状 态 机 称 为 Mealy 模型 机 "1. 如 果 有 
限 状 态 机 的 后 续 状 态 上 映射 ;Gi 十 1) 及 输出 映射 g (i) 是 状态 SCOAR 
输入 uCi) 的 线性 函数 , 则 M 称 为 线性 有 限 状 态 机 (简称 线性 机 )， 
它 可 表示 为 ; 

s(i+1)=A' s) +B * u(i), 
gD-C*sG D * uG)im0,1,2, 

KE GOS sG-E E m 维 状态 列 向 量 ,w(z) 是 二 维 输入 列 向 量 ， 
8g 人 是 有 维 输 出 列 向 量 ,因而 4,B,C 及 也 分 别 是 mXm,mXn,k 
Xm 及 kXn Ur ZEE. 线性 机 是 有 限 状态 机 中 最 简单 的 一 种 ， 
已 经 被 研究 得 相当 充分 . 设 wG) (一 0,1,2,”…) 是 输入 序列 , 则 线 
性 机 的 后 续 状 态 与 输出 可 由 初始 状态 表 出 : 


sG+HD=A+ e 5(0) 十 之 4 - B* uG— p, 


gi -C-* A'. s(04- 2C - A} B*uG—j—D D * uG). 
通常 所 说 的 反馈 移 位 寄存 器 (FSR) ,可 以 看 成 一 类 特殊 的 有 限 状 
态 机 . 例如 FSR 的 一 般 形 式 如 图 9 一 1 所 示 ( 见 下 页 ), 其 中 每 个 方 
块 表示 二 进 制 存 贮 单元 ,CCzo(i rz)) 称 为 反馈 逻 


” 辑 函 数 , 它 决 定 了 FSR 的 性 质 . 令 


* 141。 


定理 $. 16(Schtoeder ) c SI 点 是 稳定 的 当 且 仅 当 在 此 点 
的 邻 域 内 存在 一 解析 酉 照 q. 使 R 与 一 线性 映照 共 恩 ， 

综 上 可 知 , 吸 性 和 超 吸 性 周期 点 是 稳定 的 ， 而 斥 人 性 周期 总 则 是 
不 稳定 的 . HE 

o WANDA RTE TU a, T 者 "TTE 个 最 大 
连通 分 量 , 则 RCPyw) 也 是 n Ls 已 知 D, 必 是 下 列 两 种 类 型 之 

CLD. 的 前 向 先 代 不 相交 ,这 时 D, 是 游荡 点 集 . 

(HI ) 存 在 正 整 数 m,n 使 得 RD,) 一 R"(D6o), 这 时 D, 是 滞后 
半期 的 ， 

关于 净 后 周期 域 在 定性 和 定量 方面 的 分 类 , 始 于 Fatou 和 Ju- 
la, 而 由 Siegel, Herman 和 Sullivan 等 人 完成 . 80 年 代 初 ,Sullivan 
利用 Teichmiller 理论 中 的 复杂 技巧 排除 了 第 (CI) 种 情况 的 出 
现 . 

定理 5.17(Sullivan) 有 理 映照 稳定 集 的 每 一 个 分 量 都 是 谱 
后 周期 的 . 

由 上 述 定理 ,自然 地 把 稳定 集 的 分 量 按 下 述 方 法 分 为 等 价 类 : 
E U 和 V 最 终 都 落 在 同一 周期 循环 内 ,就 认为 它们 属于 同一 类 并 
记 为 UV. 因 而 等 价 类 的 数目 就 等 于 周期 循环 的 数目 ,过 去 人 们 

只 知道 这 个 数 是 有 界 的 ,而 且 其 上 界 可 用 映照 的 度 表 示 . 最 近 
Shiskikura 给 出 了 该 数 的 准确 上 限 . 

定理 5. 18(Shiskikura》 度 为 d 的 有 理 映照 最 多 只 能 有 2d 一 
2 个 周期 稳定 域 的 周期 循环 . 

为 描述 稳定 域 的 类 型 ,引入 下 述 概念 :周期 循环 Perb 的 吸 性 
盆 是 一 个 点 集 ,该 集中 每 一 点 的 轨迹 都 趋向 Perb ;Perb 的 直接 吸 
性 盆 指 吸 性 盆 中 那些 含有 Perb 的 分 量 的 集 . 

设 z,wEC, 若 存在 整数 mn 使 得 R"(z) 一 R"(w), 则 称 z 和 
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w 是 大 轨道 等 价 , 且 记 为 z~w. 
车 不 考虑 解析 共 轿 , 则 周期 循环 的 普 个 返回 映照 共有 以 下 再 
种 类 型 . mE 
C) 吸 性 循环 
命题 5.6 ”周期 循环 的 直接 吸 性 盆 至 少 含有 一 个 临界 点 . 
由 此 利 定理 5.18 知 ,最 多 只 能 有 2d 一 2 个 吸 性 (或 超 吸 性 ) 周 
期 循环 . 
D HREH. MM 
在 动态 系统 意义 下 定义 的 多 叶 性 结构 . 这 一 多 时 性 结构 在 R 的 映 
Bd 下 不 变 . 
CO ”抛物 循环 抛物 循环 是 某 一 周期 点 的 直接 吸 性 倪 . 圣 马 
人 CCamacho) 在 他 的 “ 花 打 定理 ”中 对 抛物 周期 点 邻 域内 动力 系统 
的 性 质 作 了 描述 . 简略 地 说 ,周期 点 的 邻 域 被 分 成 多 个 扇形 ,使 直 
接 吸 性 倪 的 每 一 分 量 落 在 一 个 扇形 中 . 不 动 点 是 这 些 分 最 中 的 点 
的 吸引 子 . 
命题 5.7 抛物 周期 循环 的 直接 吸 "m^" 有 一 个 临界 点 . 
(4) Siegel HŠ Siegel AAE 0 中 满足 如 下 条 件 的 D: 
ODD 含有 一 周期 点 ， 
《使 D 不 变 的 首 个 返回 有 映照 与 单位 加 蕉 的 元 理 转动 共 思 e， 
这 一 共 力 过 程 借助 于 和信 内 圆周 的 道 像 数 确定 了 DD 的 多 时 人 性 
结构 ,与 超 吸 性 情况 一 样 , 但 是 ,在 Siegel 圆 盘 内 ,每 一 叶 都 被 首 个 
返回 映照 一 一 地 映 到 它 自身 上 去 . Siegel 给 出 了 这 一 共 轿 过程 存 
在 的 充分 条 件 . 
若 存 在 c>0 和 v0 使 得 对 每 一 个 有 理 数 p/q 有 
la—p/q17»c/q' 


则 称 a 是 一 丢 番 图 值 . 
定理 5. 19(Siegel) ”使 一 周期 循环 的 首 个 返回 映照 与 菜 一 无 
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理 转动 共 思 的 充分 条 件 是 在 循环 上 各 点 ,特征 值 具有 如 下 形式 

0 二 exp(27ia) ,a 是 一 丢 番 图 值 (5. 140) 

Cremer 发 现存 在 着 一 些 使 这 种 共 轿 性 并 不 存在 的 例子 . 这 是 
一 些 中 性 周期 循环 的 例子 . 对 这 些 循环 ,特征 值 也 有 (5, 140) 的 形 
式 , 但 a 并 非 丢 一 图 值 而 为 一 无 理 数 . 这 些 例子 的 选取 是 使 得 循环 
的 任 一 邻 域 都 含有 周期 点 . 

Fatou 和 Julia 还 证 明了 下 述 事 实 : 含 有 一 中 性 周期 循环 的 稳 
定 周期 分 量 的 边界 落 在 后 临界 集 的 凝聚 集 内 . 

(5) Herman 圆 环 “Herman 圆 环 是 Q 中 与 环 域 拓扑 等 价 的 
一 个 分 量 , 且 在 此 分 量 上 , 首 个 返回 映照 与 菜 一 正则 环 域 的 一 个 无 
8 £e a Rr 3t ye. 正则 环 域 中 圆周 的 逆 像 构成 了 Herman 圆 环 的 
一 个 多 叶 结 构 且 不 含 周 期 点 . 

Herman 圆 环 的 例子 是 M * Herman 在 研究 函数 族 

f(z) —e*(z—a)/z(1—az) (5. 141) 

时 发 现 的 . 族 中 的 a 是 委 番 图 值 而 “ 是 正确 选取 的 一 个 值 . 

综 上 所 述 得 . 

定理 5.20 NEHER ER ACD HE ACC E TR E UR 
性 域 .抛物 域 ,Siegel 圆 盘 和 Herman 圆 环 五 类 区 域 之 一 . 


=. 朱 力 亚 (Julia) 集 | 

设 zEC,U 是 包含 z 的 开 邻 域 .f:C->C 是 解析 映照 , 则 集合 
F(f)— (z|lz€ C f£ (f^ |u;n€ NHÉIEXUR) (5. 142) 
JG) -CNF(D (5. 143) 


IAP E £ HY Fatou RA Julia R. R FORRA z 称 为 于 的 稳定 
点 . 

由 定义 知 F(f) 是 {的 稳定 集 . 当 f 为 有 理 函 数 时 ,F(f) 就 是 前 
面 提 到 的 02, 而 ](f) 则 是 f 的 不 稳定 集 .它们 将 复 平面 分 成 两 个 部 
^r. 

* 144 。 


由 定义 还 可 见 ,F(f) 是 开 集 ,因此 F(f) 或 是 空 的 或 在 C 上 乔 
密 , 两 者 必 居 其 一 ,F(f) 通 常 是 不 连通 的 . 而 J(f) 则 是 一 闭 集 . 容易 
证 明 F4) 的 下 述 性 质 

命题 5.8 若 zEF(), 则 fz)EFGd) 且 全 :zyEFG). 

85.13. 着 R(z)=zz, 则 整个 人 的 内 部 都 是 RR 的 稳定 点 ,而 
C\ 信 中 所 有 点 的 迭代 均 趋 于 oo ,因而 CN\AA 也 全 是 稳定 点 . 边界 |z| 
一 1 上 的 点 ,情况 则 不 一 样 . 这 一 圆周 本 身 完 全 不 变 , 但 圆周 上 一 
点 的 任 一 邻 域 U YE R 的 映射 下 将 得 到 扩展 ,U 的 所 有 迭代 的 并 集 
UR"CU) 将 复 盖 C\{0,co} 的 所 有 点 ,因此 |z| 一 1 是 R ff Julia R, 
即 JCR)={z1|z|==1). 

J(R) 可 以 是 整个 复 平 面 ,如 R(z)=(z? 十 1)?/az lz’ 一 1) 的 
Julia 集 J(R) 一 C,J(R) 还 可 以 是 黎 曼 球 面 ,如 RO — (z 一 2)?/z:， 
J(R)=C. 

有 理 函 数 R 的 Julia 集 具有 以 下 性 质 

1 )J(R) 是 RR 的 非 空 完全 不 变 集 , 即 R71(J) 一 J 一 RQ) 且 是 
极 小 的 , 即 不 真正 含有 任何 闭 的 完全 不 变 集 . 

1 ) 除 J(R)=C Jb, IntJCRO — g ,Int 表示 内 部 算 子 . 

E )JCR) 是 完全 集 . 

N)Y € IO, UR" (2 =](R) (5. 146) 

VOX: OO 878 C 的 非 空 开 子 集 , 则 J(R)=C 


V1)Julia 集 是 所 有 斥 性 周期 点 的 闭 包 . 

WH ) 若 D 是 与 1(R) 相 交 的 区 域 , 则 存在 正 整 数 Ek ,使 R* 将 
DNJCR) 映 照 到 J(R) 上 . 

A 外 我 们 还 知道 ,抛物 循环 中 的 点 均 属 于 J(R), 根 据 定理 
5. 20 可 推 得 

奸 ) 若 每 一 临界 点 是 预 周期 的 , 旦 再 没有 周期 的 临界 点 , 则 
JGO C. 
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以 后 我 们 将 重点 介绍 Julia 集 的 分 形 性 质 . 
J(R) 的 性 质 N 说 明 ,z 是 一 不 稳定 点 ,w 是 邻近 于 z 的 男 一 不 


”稳定 点 ,那么 即使 我 们 知道 z 的 轨道 ,我 们 也 完全 无 法 知道 任何 有 


关 w 的 轨道 的 信息 , 即 是 说 ,限制 于 ] 上 的 动力 系统 对 初始 参数 
的 依赖 性 是 很 灵敏 的 , 它 正 表明 了 在 很 多 情形 下 J(R) 具 有 的 分 形 
与 混沌 性 质 , 直观 地 ,这 一 性 质 说 明 , 若 z€J(R), 则 z 的 逆 像 R 
(z) 将 向 ](R) 凝 聚 ,这 一 性 质 经 常 地 被 用 于 绘制 能 近似 二 次 多 项 
式 的 Julia 集 的 计算 机 图 像 . 

有 理 映射 R 的 Julia 集 除 C 和 C 外 ,可 以 分 成 三 类 ,它们 是 光 
滑 的 或 分 形 Jordan 曲线 ,或 完全 不 连通 集 . 结合 性 质 (E ) 和 拓扑 
学 知识 知 ,后 一 情形 的 J(R) 是 一 个 康 托 型 集 , 这 时 R |] 的 动力 系 
统 相当 于 符号 动力 系统 . 对 ](R) 的 性 质 起 决定 作用 的 是 临界 点 的 
轨道 和 无 穷 远 点 的 稳定 集 . 三 类 Julia 集 共存 于 下 述 著 名 映射 一 


Douady 人 兔子 之 中 . 
例 5.14 二 次 映射 f.:C>C 定义 为 
f£.) =z +e cEC (5. 147) 


称 作 Douady 兔子 . 随 着 参 者 c 的 变化 ,J lf.) 变幻 万 端 ,呈现 出 极 
其 美妙 的 图 像 . 34 c— 0 时 ,由 前 例 可 知 ,J(f。) 是 单位 圆周 |z|==1; 
c 在 c= 二 0 附近 取 值 时 ,J (i{.) 是 Hausdorff 维 数 大 于 1 的 分 形 拟 贺 
E ;c 的 实 部 或 虚 部 充分 大 时 ,J(f.) 是 类 康 托 分 形 集 . 当 c 满 足 
c?4-2c? +e 4-1— 0, Im (27-0 时 ,J(f) 称 作 Douady 兔子 . 它 是 连通 
的 ,而 Fatou 集 则 由 无 限 多 个 单 连通 区 域 组 成 . 取 c 一 一 0. 1226 十 
0. 7449i 时 计算 机 绘制 的 Jd.) 如 图 5: 11 所 示 , 其 图 形象 一 只 免 ， 
故 称 作 Douday 兔子 . 取 c— —3/4,J] (2046 —4& Hausdorff 维 数 大 
于 1 的 分 形 Jordan 曲线 ,如 图 5. 12. 
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4 7. 
< "4 
Y x. Sea f 
bd 4 
人 d 
w E 
图 5,11 Douady 兔子 5.12 Camacho 圾 引子 


这 一 曲线 称 作 圣 马 科 吸引 子 , 它 是 一 分 形 拟 圆周 . 拟 圆周 指 单 . 
位 圆周 的 拟 共 形 同 胚 象 . 当 c 一 0. 3 时 ,Jd.) 即 为 完全 不 连通 的 康 
托 型 分 形 集 . 图 5. 13 中 ,后 一 图 形 是 前 一 图 形 的 局 部 放大 ,由 此 可 
以 观察 到 Julia 集 的 某 种 自 相似 性 . 


图 5.13 f.(z) 二 z2 十 3 的 Julia 集 的 分 形 特征 
为 了 刻画 Julia 集 呈 现 出 的 相似 性 ,引入 下 述 概念 
度量 空间 (X,d) 到 自身 的 一 个 映射 称 作 k 一 拟 等 距 ( 简 称 为 
拟 等 距 ) 的 ,如 果 Y x,yEX, 有 


TdOoy cdd) fy)) kd(x. y) (5. 148) 


& e, GO x /r 表示 变量 x 的 一 个 1/r 伸缩 ,Btxo,) 表 示 中 心 
在 xs ,半径 为 r 的 圆 盘 , 集 S 称 作 k 一 拟 自 相似 (或 简称 为 拟 自 相 
似 ) 的 ,如 果 存 在 一 个 k 和 ro 使 得 对 SCX 双 VY xEeS 和 所 有 的 
<r p (SNB sr)) 可 以 被 一 个 一 拟 等 距 映 射 于 S 上 ， 
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JR ) 的 性 质 (至 ) 说 明 Julia 集 的 某 一 小 块 最 终 会 被 某 一 选 代 
映射 于 整个 Julia 集 上 . 这 是 自 相 似 集 所 具有 的 一 个 性 质 . 但 事实 
表明 ,Julia 集 极 少 是 自 相似 的 ,实际 上 它 具 有 比 自 相 似 性 稍 弱 一 
些 的 拟 自 相似 性 ， 

图 5. 11 中 Douady 兔子 的 填充 Julia 集 为 超 吸 性 循环 ,以 0 为 
其 超 吸 性 周期 点 ,0 为 直接 吸 性 盆 , 含 有 三 个 不 同 的 分 支 . 将 其 局 
部 放大 可 以 观察 到 其 拟 自 相似 性 ,如 图 5. 14 所 示 . 

3 R 的 Julia 集 与 它 的 临界 点 的 向 前 轨道 的 闭 包 不 交 , 则 称 R 
是 扩展 有 理 映照 ,Sullivan 证 明了 下 述 著名 定理 


Da 


5.14. a)Douady 兔子 的 填充 Julia $ 
b) 为 a) 中 方 框 内 部 分 的 放大 
定理 5. 21(Sullivan〉 扩展 有 理 映照 的 Julia 集 是 k 一 拟 自 相 
似 的 ,k 是 某 一 实数 . l 
圣 马 科 吸引 子 的 填充 Julia 集 ( 图 5. 15029 —38 9948 Y. GUI 
自 相 似 性 是 显 见 的 . S 


R(2)—z'—ez, 
其 中 c 一 0. 7373688 + 
10. 6754903 


图 5 15 对 马 科 吸 引子 的 填充 Julia $ 
其 填充 Julia H Siegel 圆 循环 (图 5. 16). 在 (5. 14) 中 令 c—i X 
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Julia 集 为 无 圈 曲 线 ,如 图 5. 17 所 示 ,它们 都 呈现 出 拟 自 相似 性 . 

现在 进一步 分 析 f(z) =z22 十 3 的 Julia 集 ( 图 5.13). 其 临界 点 
是 z=3, 临 界 点 的 轨道 是 3 127 147— s A T ELCHE 3] A 
co. f. 是 扩展 映照 ,因而 它 的 Fatou 集 是 cc 的 直接 吸 性 盆 , 此 吸 性 
盆 含 有 趋向 cc 的 点 .而 J(f.) 则 是 所 有 不 趋向 oo 的 点 的 集合 .为 了 
解 它 的 分 形 结构 , 令 Tf=={z1lz|==2.5)， 


图 5.16 Sigel BI Er Æ 5.17 z-rifti Julia 集 
WU P 外 部 任何 点 的 轨道 均 趋向 co,F 内 部 包含 有 它 自身 的 两 
条 原 像 曲线 Fe 和 T,, 它 们 互 
不 相交 且 都 不 含 临界 点 0( 见 
^B 5.189, gd PDT 这 三 条 
“曲线 围 成 的 区 域 在 选 代 下 被 喘 
 ， 照 到 了 的 外 部 ,因而 此 区 域内 
“所 有 点 的 轨道 都 趋向 co. M 
| 的 前 像 的 原 像 并 继续 这 一 过 
| 程 , 设 这 些 前 像 为 Fo,ro ,To， 
| Tu ,… 等 等 , 则 J(f.) 是 这 些 原 
“ 像 交 集中 的 一 个 Cantor 集 ， 
图 5.18 z 十 3 的 Julia 集 的 F(f.) 则 是 这 一 Cantor 集 的 补 
Cantor 型 结构 分 析 集 . 它 是 一 无 穷 连通 集 . 
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实际 上 , 若 R 是 多 项 式 , 则 F(R) 的 所 有 有 界 分 支 都 是 单 连通 
的 ;但 对 有 理 上 映照 却 未 必然 , 例如 对 Fatou 集 含 有 Herman 圆 环 的 
有 理 上 映照 ,这 一 结论 就 不 成 立 ， 
在 本 节 一 开始 ,我 们 提 到 求 多 项 式 根 的 牛顿 类 代 法 . X —3 X 
算法 与 Julia 集 有 着 密切 关系 . 
一 个 纯 选 代 算 法 , 即 一 个 有 理 映 射 
T;PXxCoC 
其 中 P 是 C 上 所 有 多 项 式 的 集合 . AES 即 
TG) —z—£G)/f G) 
人 们 知道 ,Ti 的 Fatou 集中 的 点 经 T. 的 选 代 将 政 伍 于 f 的 根 〈 零 
点 )a ,而 JCTD) 恰 是 在 Ti 的 迭代 下 不 收敛 到 的 零点 的 集合 . 
四 . Julia 集 的 维 数 
在 本 节 第 一 部 分 中 已 给 出 了 有 理 映照 R 的 临界 点 的 直观 梳 
念 ,实际 上 ,cEC 是 R 的 临界 点 等 价 于 R'Cc)==0. 记 RR 的 临界 点 
集 为 k《R),R 的 所 有 有 限 临 界 点 的 集合 记 为 kK R). 
用 记号 A(z) 表 示 含 点 z 且 使 RO DBUBIT REUS EH 
的 最 大 域 ， A(z) 称 为 z 的 直接 稳定 集 .07 GO ER z 的 正 向 轨道 {RR 
Œ InZel). V ZECE ACooO HE 0* (z) 包 含 于 一 个 有 界 集 中 ， 
这 样 有 下 述 定理 
定理 5.22 ，( I ) 对 C 上 的 多 项 式 P,k' QUA CO) - Z8 B 
(soo s JUS TG» ROSUGIEDER s 
CREE K CAC), Bt] Jépeo SE 338 B. P |J 同 构 于 d 个 
符号 的 单 边 移 位 . 这 里 d= deg (P). 
“这 定理 说 明 , 每 一 个 二 次 多 项 式 P 的 JGp) 或 者 连通 或 者 完全 
木 连通 :: 利 用 拓扑 共 思 可 将 二 次 映射 变 为 标准 形式 
2 CPinD-AÀz—Bz 或 者 PGO-—zi—p. 
下 述 关 于 JP\) 维 数 的 定理 说 明 某 些 情形 下 的 Julia 集 是 分 形 
*。]1950 ， 


集 . 

EH 5.23 对 0<II<1,1<dimn(J(P))<2, 且 JP\) 是 一 
拟 圆 局. 

以 下 讨论 有 理 了 映射 Re.(z) 王 2 十 c,dEZ，cecC 的 
Julia 集 JR.) 85 Hausdorff 维 数 的 求法 .在 q=2,cER HczO 
时 ,有 

dim] (R) —1-Fajc? + 

当 c 较 小 和 较 大 时 ,Widom 等 运用 扰动 理论 求 出 了 RW 
Hausdorff 维 数 ,提出 了 一 种 数值 方法 . 

< 一 0 Rt, BRAT Ro GO —z^ 的 Julia 集 是 单位 圆周 , 设 c 充分 小 
使 R. G2 —z?--c 的 Julia 88 55 [RU] Fo] Rf , 则 可 将 Julia 集 参 数 化 

2C) e Q--cU, QO- EIU; CO) Un OSU aH 
因为 Julia 集 是 R. 下 的 不 变 集 , 故 z(t) 应 满足 

R.&zCOD —zCQU 

将 z(t 代 入 上 述 方程 并 比较 展开 后 c 的 各 阶 系 数 得 下 列 函 数 


^ 


方程 
U;(Q0—QUAGO Le 7e , 
UQV -QUD =FQQ—D UI, 


segers 


j 


U, (Q0 —QU, o- EE (DU, GU, GD， 
U.G)-1 
由 以 上 方程 可 以 依次 求 出 函数 U G, UG), US (D, 


eco - 13297 te 


WO Ui;CO-eQo, 


U«o-leq-n 2.0 "eque 

利用 z(t) 的 表达 式 可 计算 出 Julia 集 的 Hausdorff 维 数 , 它 主 
要 依据 下 述 定理 

定理 5. 24(Ruelle) 设 D。 是 J(R) 的 Hausdorff 维 数 , 则 级 数 


ku) exp ŽA, (D)u,/n 
Wr SC — 1r AES PR uo — 1 是 其 简单 极点 ， TUTTI E(u) 
没有 其 它 极点 和 零点 . 式 中 

AsD)= © |dR'/dz|-? 


x€ FixR? 

由 Ruelle 定理 立即 得 到 D,=dimJ(R) 的 必要 条 件 是 

limA, CD) —1 

如 果 我 们 能 够 求 出 A, CD) 的 表达 式 , 这 一 公式 可 十 分 方便 地 
用 于 计算 dim] OO. 另外 ,FixR" 可 以 根据 关系 RCO) =Q) 5 
为 

FixR"— (z(t) t=/(Q—1),j=0,1,",Q"—2) 
于 是 

dR" oo IHHgein»-et]aanor- 

A (D =Q" D< | L ian) 9, 
iHjE- >, 表示 

Q^-2 

«oTov» 
把 z( 的 表达 式 代 入 前 面 的 A.(D) 可 以 得 到 “的 等 级 数 

A,.D)=Q- -TQ — D (14-c cD/n/44-6Q? Cc?c4- c?c) 
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x[d 


Dr -n]H-O(C'n?)) 
将 此 式 代入 limA, D) —1 得 到 

D= 1 +c c*/4lnQ 4- 38s., (cfc 4-c?c)/161nQ 
TRAKK cR. GO =° +c 的 Julia $ JOROZ2SZE T R. BJ Q 个 不 
稳定 不 动 点 zo — 0 Bj a m] PAL IMS 

AD) 一 Q [e [708 
所 以 有 

D.=QlnQy/inlcl 

五 . 整 函 数 的 Julia 集 . 

早 在 1926 年 ,Fatou 就 展开 了 复 平 面 上 整 函数 迭代 的 研究 ， 
但 直到 1980 年 Misiusewicz 证 明了 指数 函数 e: 的 Julia 集 是 整个 
复 平面 C ,并 成 功 地 解决 Fotou 提出 的 问题 , 才 又 激 起 研究 者 们 的 
兴趣 . 现在 已 有 很 多 重要 发 现 , 特 别 是 超越 整 函数 的 Julia 集 与 多 
项 式 或 有 理 上 映射 的 Julia 集 的 不 同性 质 . Devaney 一 Tanqerman 定 
理 就 是 一 个 显著 的 代表 ， 

定理 sos 设 f 是 临界 有 限 的 超越 函数 ,并 且 具 有 一 个 有 一 
渐 近 方向 和 双 曲 性 的 指数 片 D, 则 Julia 集 | 

JC) — (2 F>} 

由 定理 立即 可 见 整 函数 的 Julia 集 与 多 项 式 情形 的 区 别 , 前 面 
我 们 已 经 知道 ,对 多 项 式 RGO ,迭代 下 趋 于 co 的 点 一 定 不 在 JR) 
m. - 
一 整 超越 函数 f{ 称 为 临界 有 限 的 ,如 果 它 只 有 有 限 儿 个 临界 
值 和 渐 近 值 . 设 这 些 临界 值 和 渐 近 值 育 限 的 7 含 了 开国 盖 P， 
T-—CWD. 

Devaney 等 证 骨 ， quist 分 支 是 含有 co 的 闭 贺 盘 ， mi E 
f:T 一 工 是 一 个 通用 复 盖 . 每 个 分 支 称 为 一 个 指数 片 . 
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指数 函数 e*, 三 角 函 数 sinz,cosz 都 满足 定理 的 条 件 . Devaney 
WATEA AR z) =e 的 Julia 集 的 几何 结构 ， 有 
定理 $. 26(Devaney) 
1 ) 若 和 >1/e, 则 J(d) 一 C. 
L3 0«A«1/e, M IDE HRA Cantor $, 位 于 竖 直线 x 
=p 的 右 半 平 面 ,P 是 f 的 较 大 不 动 点 . 
曲线 的 Cantor 集 如 图 5.19 所 示 , 它 可 以 看 成 一 Cantor 集 与 
闭 半 线 [0,oo) 的 第 卡尔 积 , 称 作 Cantor W. 这 是 因为 其 中 所 有 曲 
线 沿 着 同一 方向 趋 于 co. FE 
pmi 定理 说 明了 整 超越 函数 .Julia 
集 的 分 形 性 质 . S 
定理 5. 27(Devaney) 设 
Ef 是 临界 有 限 的 整 超越 函数 ， 
”具有 指数 片 下 和 fT 的 渐 近 
Ji rj 06*,9 JO 85-28 JD 
| && — Cantor E. 
= 这 里 指教 片 了 是 全 :T) 
5.19 Cantor ¥ 的 任 一 分 支 h= zE 
JD IET,YneN) 是 JD 的 闭 不 变 子 集 . 
有 关 解 析 映 照 兴 代 的 研究 可 造 潮 到 A .Cayley, 他 在 上 世纪 
未 就 致力 于 复 的 牛顿 闪 代 法 的 研究 . 迟 至 本 世纪 20 年 代 ,P e Fa- 
tou 和 他 的 激烈 竞争 对 手 G。Julia 双双 展开 了 复 多 项 式 和 有 理 函 
ME (BRE SE. 虽然 他 俩 表现 出 特别 显著 的 智力 成 就 ,但 是 由 于 和 进 
代 运 算 和 代数 运算 近 然 不 同 ,他 们 在 处 理 这 一 问题 时 还 没有 计算 
机 ,不 得 不 完全 依赖 他 们 自身 固有 的 想象 力 , 研 究 工 作 艰难 曲折 . 
在 随后 的 56 年 间 , 这 方面 的 研究 没有 得 到 什么 进展 . 随 着 计算 机 
的 出 现 和 普及 ,人 们 可 以 凭借 计算 机 进行 数值 实验 ,这 一 研究 课题 
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才 又 获得 生机 . 特别 值得 指出 的 是 ,1980 4E, B * B * Mandelbrot 
用 计算 机 绘制 出 了 现在 用 他 名 字 命 名 的 Mandelbort 集 的 第 一 张 
图 来 , 激 起 了 人 们 极 大 的 兴奋 与 兴趣 . 什么 是 Mandelbrot 集 呢 ?请 
读 下 节 . 


$8 Mandelbrot 集 


本 节 我 们 将 注意 力 集中 于 二 次 多 项 式 {.(z) 二 z? 十 c 的 动力 系 
统 .这 是 因为 对 大 多 数 复 动力 系统 而 言 ,在 参数 空间 内 没有 什么 明 
显 的 图 形 可 作 , 原 因 在 于 人 们 根本 就 提 不 出 什么 可 以 作 图 的 问题 . 
而 对 二 次 多 项 式 的 动力 系统 , 则 能 在 参数 空间 成 功 地 画 出 图 形 来 . 
这 主要 是 因为 我 们 可 以 提出 诸如 “在 迭代 下 ,临界 点 会 出 现 什么 情 
况 ?” 等 问题 .Mandelbrot 集 正好 问答 了 这 一 问题 . 

从 上 节 知 ,多 项 式 f.(z) 只 有 一 个 临界 点 z=0,c 是 其 临界 值 . 
欲 了 解 所 有 二 次 多 项 式 的 近代 问题 ,只 须 了 解 单 参数 族 {f.}c EC 
RET. 

变量 z M c 均 填 满 整个 复 平面 ,对 某 一 固定 参数 c, 称 z 一 平面 
为 动态 平面 ; 称 一 平面 为 参数 平面 . 在 上 节 中 我 们 讨论 的 Jf) 
和 FC.) 都 是 动态 平面 上 的 图 形 . 且 对 Y ce C :动态 平面 上 都 有 与 
之 对 应 的 J(.) 和 Ff.). 本 节 研 究 的 M 一 集 则 是 参数 平面 上 的 图 
形 . | 

一 . M 一 集 概述 

复 平面 C 上当 nokt, EA] cete, (ce? 十 c)? 十 c，,… 不 趋向 
oo 的 c 的 集合 M 称 为 Mandelbrot 集 , 简 称 M 一 集 . 即 

M 王 {cECjc,c: 十 cc 十 c)2 十 c, -co} 
集 M 的 形状 如 图 5. 20 所 示 ( 见 下 页 ). 
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集 M 是 极其 复杂 的 . Mandelbrot 使 用 人 们 较 就 悉 的 语言 对 
M 一 集 作 了 形象 的 描述 :一 个 原 予 是 复 平面 上 的 一 个 最 大 区 域 ( 开 
集 ) ,其 中 任 两 个 c 信 的 J(.) 是 同 胚 的 . 原子 中 有 一 些 是 心 形 ,而 
另 一 些 是 近 于 圆 盘 形 的 . M 一 集 的 原子 有 可 数 无 限 多 个 , 核 是 原子 
中 超 吸 性 ( 超 稳 定 )? 的 c 值 , 一 分 子 由 可 数 无 限 多 个 原子 结合 而 成 ， 
其 中 仅 有 一 个 是 心 形 而 其 余 为 近 于 圆 盘 形 ,分 子 中 的 每 两 个 原子 
都 由 一 个 只 与 有 限 多 个 其 它 原子 相交 的 连通 线 相连 . M 一 集中 的 
分 子 有 无 限 多 个 ,其 中 之 一 是 大 陆 而 其 余 缘 为 小 岛 ,任何 两 个 分 子 
可 用 M 一 集中 的 一 些 连通 线路 联结 ,这 线路 相交 于 无 限 多 个 其 它 
的 分 子 , 沿 着 这 线路 不 属于 分 子 内 部 的 点 形成 一 康 托 集 ,而 且 任 何 


tb) 
4Q) 


图 5. 20 M 一 集 的 边界 及 其 部 分 的 放大 + 
两 个 分 子 之 间 都 有 一 个 光滑 同 胚 ， . 
上 面 的 措 述 说 明了 集 M 具有 的 分 形 性 质 . 从 M 的 外 形 也 可 
以 观察 到 M 的 某 种 自 相 似 性 . 即 M 包含 了 与 它 自 身 相 仿 的 小 图 
形 , 这 些小 图 形 又 包含 与 M 相仿 的 更 小 图 形 , 如 此 无 限 地 包含 下 
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去 ,但 M 的 局 部 并 不 与 整体 严格 自 相似 ,将 每 一 微型 M 集 放大 ， 
都 显示 出 各 自 的 花样 ,与 任何 其 它 一 个 微型 M 不 完全 一 样 . 

二 . M 一 集 与 填充 Julia Sk 

M 集 与 填充 Julia 集 有 很 多 对 应 的 性 质 ,因此 将 它们 放 到 一 
起 讨论 . 

从 上 节 知 道 ,f. 的 动态 平面 可 以 分 败 两 个 互 不 相交 的 子 集 :在 
其 上 动态 性 质 温 驯 的 稳定 集 , 即 Fatou R F(f.), 和 在 其 上 动态 性 
质 混沌 的 Julia 集 JGA). 

从 另 一 角度 ,f. 的 动态 平面 又 可 划分 成 另外 两 个 互 不 相交 的 
子 集 : 即 轨道 为 有 界 的 种 子 集 

K; = € C|ft-4oo) 

和 轨道 为 无 界 的 种 子 集 C\K: ,显然 Ki 包含 所 有 的 周期 循环 ,由 于 
K, =J) K; ERE Ki 的 边界 . 因此 K 就 是 上 节 中 提 到 的 填 
充 Julia 集 . 

Fatou 定理 说 明 , 临 界 点 的 性 态 支 配 着 系统 的 动态 性 质 ,而 
Fatou 和 Julia 在 1918 一 1919 年 间 证 明 的 下 述 定理 进 一 步 支持 这 
一 论断 . 

定理 5.28 设 fr 是 多 项 式 R 的 临界 点 集 , 则 

JOD OOQCK, 

J(R) 是 Cantor 集 人 De 人 Ke 一 他 
这 里 Ks 表示 R 的 填充 Julia 集 . 从 上 节 的 分 析 知 道 ,对 二 次 多 项 
式 , 它 的 Julia 集 和 填充 Julia 集 或 者 是 连通 的 ,或 者 是 Cantor W. 

二 次 多 项 式 f.(z) 的 填充 Julia t Ki 是 有 限 闭 集 , 因 而 是 紧 
的 .事实 上 , 设 *=max{2,|c|l}, 则 对 |z|>r, 下 面 的 不 等 式 成 立 


f 
ls [一身 > 1 一 1 (5.149) 


AT E zio rJ] foo, BB K; 完全 包含 在 以 原 点 为 中 
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bor 为 半径 的 圆 盘 内 . 

由 K; 是 连通 的 还 是 Cantor 集 这 一 动态 性 质 很 自然 地 确定 了 
参数 平面 的 一 种 分 解 . 由 定理 5. 28, 这 种 分 解 又 可 以 用 临界 点 0 
TE f. 的 迭代 下 轨道 是 否 有 界 这 一 容易 用 计算 机 可 以 验证 的 性 质 
表达 . 这 样 , 参 数 平面 刚好 被 分 解 为 M 一 集 

M -—(c€CIJI IC OX 

z—(c€C|£KO»0-oo) 
一 fceEClcyc: 十 cy(c2 十 c)2 十 ch 一 co} . . (5.150) 
和 它 的 余 集 CM. 

利用 (5. 149558 Ë le 72, 0 | ££ COD] jel Bf£ COO 0 EE 
Ic[ 2 上 且 对 某 一 k, [£600 | 272, M] f2 (0) 0o. BRL IG E. O XE 1 B 
选 代 下 的 轨道 总 是 蓝 在 以 原点 为 中 心 ,半径 为 2 的 闭 圆 盘 外 部 , 则 
cEM. 另外 可 以 断定 M 一 集 完 全 舍 在 以 圆 点 为 中 心 ,2 为 半径 的 
ER EO PT BI 

Mc (c€C| e| xz) . . 
事实 上 , 取 cE€ 统 ,容易 证 明 在 f. 63S IT S08 3 FEEDER TEX 


条 件 是 ce [72,1] ik 


MNR=[—2;1] (5.151) 

然而 ,我 们 应 当 注 意 ,在 动态 平面 和 参数 平面 所 提出 的 问题 的 
差别 . 在 动态 平面 ,固定 一 个 参数 值 “ 然后 研究 所 有 种 子 z 在 f 选 
代 下 的 轨道 . 在 参数 平面 , 则 固定 种 子 z。=0, 然 后 对 所 有 参数 研究 
种 子 0 的 办 道 . zo 一 0 不 是 随便 选取 的 ,而 是 每 一 个 到 的 唯一 临界 
点 . 

把 参数 平面 分 解 成 M 和 它 的 余 集 看 来 似乎 过 于 粗糙 ,因为 从 
定义 根本 就 不 清楚 为 什么 Co M (aM 表示 M 的 边界 ) 的 分 支 确定 


了 参数 平面 的 一 个 详细 分 解 ,也 不 知道 为 什么 aM 就 是 分 坡 集 , 即 
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那些 使 动态 性 质 发 生 质 的 变化 的 参数 值 的 集 . 而 对 M 集 的 性 质 的 
如 此 深刻 的 理解 ,应 归功 于 A。Douady,J。H. Hubbard A D -° 
Sullivan 等 在 80 年 代 的 开拓 性 工作 . 

由 Fatou 定理 易 知 ,使 f. 具有 吸 性 周期 循环 的 c 值 必 属 于 M, 
用 H(CW) 表 示 这 些 c 值 的 集合 . 

H(M)== {cECIf.。 有 吸 性 周期 循环 ) 

例 5.15 容易 确定 集 M 的 两 个 子 集 ,其 一 是 集 M mie tg 
在 吸 性 不 动 点 的 c 值 的 集合 ,其 二 是 使 f. 有 一 周期 为 2 的 周期 循 
环 的 c 的 和 集合. 记 

Wo 一 {cECIf. 有 一 吸 性 不 动 点 } 

Wi-ic€ C|f. 有 一 周期 为 2 的 吸 性 周期 循环 ) 
”二 次 多 项 式 

Qi(2) —-Az(1—2) 
在 z=0 处 有 一 不 动 点 ,在 该 点 Q,(z) 的 特征 值 为 Q\(0) 一 入 . 因为 
A BO [A] 1 时 ,z=0 是 Q,(2) 的 吸 性 不 动 点 ,通过 一 念 射 变 
换 可 使 Q, 与 { 共 罗 有 使 c 与 有 下 述 关系 

c—23/2— 0/2) 

因此 知道 一 平面 上 的 单位 圆周 一 e** 对 应 于 c 一 平面 上 的 
一 条 心脏 线 , 即 图 5. 20 中 那 条 大 的 心脏 线 , 双 曲 分 支 就 是 被 这 一 
心脏 线 所 围 成 的 集 M 的 子 集 . 另外 ,对 ce We f. 在 吸 性 不 动 点 a 
(上 节 例 5) 处 的 特征 值 定义 了 一 个 把 W, 映照 到 单位 圆 内 的 映照 

ew:Wo—D, ce—1— /1—4c 

利用 p 一 4(1 十 c) 立 即 发 现 双 4 是 以 c 一 一 1 为 中 心 ,于 为 尘 径 
的 开 圆 . 对 cE Wa, f. 在 周期 为 2 的 周期 循环 上 的 特征 值 , 则 定义 
一 个 W} 到 单位 贺 内 的 映照. 

pw}:Wi>D, c-4(-o 
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这 两 个 集 的 闭 包 有 一 公共 点 , 即 W,() Wa — (—3/4). & e= 
— 3/4 是 使 周期 倍增 的 分 歧 点 ,这 意味 着 当 c 从 大 心脏 线 的 内 部 
变 到 圆 盘 内 部 时 ,不 动 点 % 从 吸 性 变 成 斥 性 ,而 周期 为 2 的 周期 
循环 则 由 斥 性 变 成 吸 性 . TE W。 和 Wi 是 双 曲 分 支 的 两 个 例子 . 

应 用 隐 函 数 定理 知 H(M) 是 开 集 ,而 且 对 HOM) 的 每 一 连通 
分 支 , 可 指定 一 个 不 变量 即 吸 性 周期 循环 的 周期 与 之 对 应 . HCMD 
的 每 一 连通 分 支 都 称 作 M ISSUE C. 使 f. 成 为 双 曲 的 值 的 集 
合 为 HIM) U (GNWD). 目前 尚 不 知道 HOM) 是 否 等 于 集 M 的 内 
部 ,而 有 二 次 多 项 式 的 双 曲 性 猜测 ， 

H(M)=Int(M) 

在 例 5. 15 中 ,已 求 出 双 曲 分 支 W。 和 W3 的 特征 值 且 这 些 特 
征 值 诱导 一 个 从 双 曲 分 支 到 单位 圆 盘 的 共 形 同 构 . 这 一 结果 对 一 
般 情 形 亦 成 立 . 

定理 5. 29(Douady 一 Hubbard) ”对 M 的 每 一 双 曲 分 支 W， 
特征 值 ow 诱导 一 个 共 形 同 构 

Cw:W—D. 

由 定理 推 知 ,对 每 一 双 曲 分 支 存在 唯一 的 一 个 值 ,在 该 m 
性 循环 是 超 吸 性 的 . 该 点 称 为 W 的 中 心 . 例如 W。 和 到 3 的 中 心 分 
别 是 0 和 一 1. 对 于 边界 点 pw'(e”™), 则 说 它 具 有 内 部 变量 +. 内 部 


变量 为 0 的 边界 点 称 为 W 的 根 ,例如 WR W 了 的 根 分 别 为 工 和 
3 


i 
为 了 进一步 了 解 M 集 的 拓扑 性 质 ,我 们 从 动力 系统 的 角度 引 
入 格林 函数 和 q. RR. EET A f 的 迭代 产生 的 动力 系统 的 主 
€ LER. | 
对 复 平面 上 任 一 紧 集 K ,都 可 定义 K 的 余 集 上 的 格林 函数 
G(K);C\K 一 殉 , 它 是 一 个 调和 函数 . 要 求 G 在 z=co 有 一 个 对 数 
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极点 , 且 当 z 趋 于 天 时 G(Cz) 趋 于 零 , 从 而 使 G 标准 化 .根据 这 些 
性 质 可 唯一 地 确定 G OO. 但 对 一 般 紧 集 ,G 很 难 用 显 式 定义 .使 
人 感到 惊奇 的 是 ; 当 K 是 一 多 项 式 的 填充 Julia RRM 集 时 ,很 容 
易 用 显 式 定义 G. 

对 填充 ] 集 K(f.) 定 义 格林 冰 数 G. COKE =R f T 

G.G3-—l lim2 ? |f*(2)| 
可 以 证 明 

DG. 是 调和 的 

iG, (f, CO» = 2G.C2) 

ji)Go(z) 一 loglz| 十 D(1)， 当 |z| 一 co 

iv) dG.K( 0B, G.(z) 一 0 
因此 G. 是 一 标准 化 格林 函数 , 它 量度 了 z 的 轨道 跑 向 ce 的 速率 . 
规定 G. (KG. =0, M Ge 可 扩充 成 C 上 的 连续 映照 ， 

HÆ f. (o9) — oo, Wi] f. 2" ARRE C 上 . 由 上 节 知 oo 是 
的 一 个 超 吸 性 不 动 点 , 故 存在 ce 的 邻 域 (c,ce) 上 的 一 个 全 纯 同 构 
Fo tË f. 与 f(z)=z? 3i, BU 

e f=, ° 

aco ERE X 

sanae» 

其 中 各 项 主根 式 的 选择 是 ,对 充分 大 的 zs LE GO [> be DEBIT 
有 上 均 成 立 . | 

可 以 证 明 

De: 可 扩张 到 U.= (2]G.G22-G. C02 ) ,因而 * 

q.:U,—eNDexp(G.,(0)) | 
是 一 解析 同 构 且 满足 条 件 
(REAC DESKA 
“161。 


IDG. GO —log lp (2| ;z € U. 

iii). 是 唯一 的 

还 可 以 证 明 q. 是 z 和 c 的 解析 函数 ,由 此 可 证 如 下 结果 : 

CI XE EO, lll U.—2CNK KO B. 9: U.—CND EREK 
达 式 ; 

CIO6 f(00— 0o, 9l] G.CO)2—0 H GcCe) — 2G. COD , BE EA qi Co) 
有 定义 .从 这 一 性 质 , 可 由 中 诱导 出 M 的 余 集 上 的 映射 pw. 

V fO foo Bx RE — r7 1. B8 

r.e) =G (logi) = iz€Cllg.(G2] —r) (5.152) 
定义 的 等 位 线 是 一 条 围 住 填充 ] 一 集 的 简单 闭 曲线 ( 见 图 5. 11). 
设 V。 or T.(r) 所 围 成 的 单 连通 区 域 , 则 

= V. (5. 153) 

M 集 是 复 平面 上 的 紧 子 集 ， 所 以 也 可 定义 唯一 的 标准 化 格林 
iS Gu: CAM 97. 参数 平面 上 没有 动态 系统 ,但 Gm 3A 6. 来 
诱导 . 另外 ， 也 可 诱导 到 M 的 余 集 上 ,定义 

Qu: CAM—CAD 

gule) =c), cE€ Uc 

定理 5.30(Douady— Hubbard) ”gqw 是 共 形 同 构 . 

根据 pu 这 一 共 形 表达 式 可 设 调和 函数 

Gu(c) 一 log | fu Co) ] =G. (c) 

X feoeo, 8 r1. Hi 


l'.G)-—Gy!Gogr) — (c€ Cl lgu | 5r) | (5. 154) 
证 义 的 等 位 线 是 围绕 M 集 的 简单 闭 曲 线 . 
令 V. GO Ht fu(r) 所 图 的 单 连通 闭 区 域 ,而 
M= [1V.G) - 《5.。1557 
因此 ,M 集 是 连通 的 . 
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M 集 是 单 连通 的 . 若 不 然 , 则 存在 一 条 简单 闲 曲 线 YCM , 围 
着 一 个 单 连 通 区 域 U 和 一 个 点 cE Uf] (C\M ) 使 得 VY n€ NN, 
|£^ GO [3:52:53 —Jr TE ,3 noEN 使 |f."(0)| 守 2, 与 最 大 模 原 理 相 
FH. 

但 M 是 否 为 弧 连 通 的 ,人 们 至 今 尚 不 清楚 . 

欲 对 M 的 性 质 作 更 深入 的 研究 , 除 双 曲 分 支 的 中 心 和 根 以 
外 ,还 有 第 三 类 参数 值 起 着 重要 作用 ,这 就 是 Misurewicz 点 . 

称 c 为 一 Misurewicz 点 ,如 果 在 f. 的 迭代 下 ,0 的 轨道 是 滞后 
周期 的 而 不 是 周期 的 . 两 个 简单 的 例子 是 c= 一 2 和 c=i, 前 者 的 
Kr. 二 [一 2,2j, 因 而 等 于 df). 实际 上 可 以 证 明 对 任 一 Mis- 
urewicz 点 c 有 

JG o -—Ki 

中 心 和 Misurewicz 点 是 c EPEA 0 dk f 迭代 下 轨道 为 有 
限 的 值 的 集合 . 中心 在 Int(M) 中 而 Misurewicz 点 在 aM 上 ,这 是 
因为 存在 f. 的 任意 小 的 扰动 可 使 0 跑 向 oo. 

可 以 证 明 : 若 属于 某 一 双 曲 分 支 或 是 一 Misurewicz 点 , 则 
Ki 是 局 部 连通 的 , 即 Y zEKre, 及 z 的 任 一 邻 域 U ,存在 z 的 一 个 
连通 邻 域 V CU. 

Kx 的 等 位 线 的 正 交 轨道 称 为 外 射线 , 称 

RD — gc! {ré |1 r7 00)) (5. 156) 
为 有 理 变 量 6 的 射线 ( 见 图 5. 11). 同样 地 定义 M 集 的 等 位 线 和 外 
射线 ,并 称 

Ru (O= y C(erePP|1«—r«99)) œ (5. 157) 
为 有 理 变量 0 的 外 射线 . | i 

34 K. 局 部 连通 时 , 共 形 表达 式 

$.— 9,7 CADCNK, 
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有 一 个 直到 边界 的 连续 扩张 

YiT—R/Z-)Jü)2, tn) 

因此 , 若 Ki 局 部 连通 时 , 则 每 一 条 外 射线 RLCOD SS JEDE 
一 点 7.(0). 但 J(.) 中 一 点 可 以 是 几 条 射线 的 端点 .由 此 得 

[(RGD-R(QUO, LOADS -— 

E c RE JL ROS k 的 双 曲 分 支 的 中 心 , 则 临界 值 c€ IntK,, 
且 c 是 从 的 超 吸 性 不 动 点 , 令 U, 表示 Ki\J() 中 包含 c 的 分 支 ， 
则 存在 一 个 在 U, 内 部 共 形 ,在 闭 包 上 连续 的 共 锋 映照 h*:U, 一 DD， 
tE ff. 5 f, GO3ESE. 

EU 的 边界 上 有 唯一 点 yi, 它 是 全 的 不 动 点 .因此 ， y 在 
LERT die T ETRAS. k 的 周期 点 或 周期 为 k 的 除数 的 周期 点 . 
NEJO HHR THERE vo GO ,这 些 变 量 在 周期 倍增 时 是 
周期 的 , 相 邻 于 U 经 常 都 有 两 条 射线 且 汇 合 于 y 

`O 5.16: 对 于 Douady 兔子 ,其 中 0 是 周期 为 3 的 周期 点 , 边 
界 点 yi 是 不 动 点 o 有 三 条 变量 分 别 为 1/17,2/7 和 4/7 的 射线 汇 
SUF y. 相 邻 于 册 的 两 条 射线 变量 分 别 是 1/7 和 2/7. 如 图 5. 21. 

若是 一 Misurewicz 点 ， c €J.) =K, H tig C Ea 
yc), 则 这 些 变量 在 局 期 倍增 时 ,是 预 周期 的 . 

例 5.17 c= 一 0.1028 十 0. 95723i 的 Julia 集 如 图 5. 21. 其 中 

0 RHPA TF : xo = 0X —c xxx, —x, 2) o —x,— 


x, RR DS E BERRAR. B 
既然 M 集 的 性 质 与 Kt 有 相似 之 处 ,因此 人 们 很 想 知道 M 
是 否 是 局 部 连通 的 . 若 M 局 部 连通 , 则 共 形 映照 
pu! ;:CND-CMM 


* 164* 


可 以 连续 地 扩充 到 边界 ,从 而 
可 以 得 到 oM 的 参数 表示 式 ， 


íO i 
À NA 进而 可 知 所 有 外 射线 都 到 达 
i$ a 4 aM. 人 们 猜测 :M 是 局 部 连通 
的 .目前 每 一 张 计算 机 图 形 都 
证 实 这 一 猜测 ,但 至 今 未 能 给 
Tu. 
另外 , 若 M 连通 , 则 M 的 
图 5.21 —# Julia dk 内 部 等 于 所 有 双 曲 分 量 的 并 集 
HM 是 弧 连 通 的 .足以 使 人 惊奇 的 是 Douady 和 Hubbard W H #5 
如 下 定理 
定理 5. 31(Douady — Hubbard) 

I ) 对 于 每 一 有 理 变量 t=p/dq， 外 射线 Ru(t) 到 达 一 点 
c 一 Yu(t)yec 或 是 一 双 曲 线 分 支 的 根 或 是 一 Misurewicz Ñ. 

DË t 是 周期 为 k 的 周期 点 , 则 c .是 周期 为 k 的 双 昌 分支 WwW 
的 根 . 设 ce E W irpo ERE Coe) CTS God f. 的 动态 平面 上 
两 条 相 邻 于 U 并 汇合 于 yi 的 外 射线 的 变量 , 则 Y (00 — {tta}. 

13: c 是 严格 预 周期 的 , 则 c 是 一 Misurewicz KH Y7 (2 — 
Yu! (c). 

三 , M 一 集 的 边界 与 ] 集 

在 第 一 部 分 中 已 说 明了 oM 的 分 形 性 质 , 即 3M 呈现 出 类 似 
Sharkovskii 序 的 自 相似 性 . 这 里 我 们 进一步 讨论 oM 的 复杂 性 以 
及 为 什么 M 会 包含 与 它 相仿 的 小 图 形 ,还 将 讨论 它 最 吸引 人 的 性 
质 , 即 oM 5j J 集 之 间 的 亲缘 关系 . l 

定理 5.32(MonteD.— 设 多 是 定义 在 U 上 的 一 族 函 数 , 若 C 
上 存在 三 点 a,b,c 使 


Fto 
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lassbo) UC U UD=Ø 
te 


Wu] 多 是 U 上 一 正规 族 . 

考虑 由 下 面 循环 定义 的 函数 族 已 :C 一 C 

fi(c)=cec, falo) =f,- C Fe, n22,3,:- 

对 固定 的 一 个 c 值 ， EAOa OERE f F o 
的 轨道 . 设 c.EaM，Y cECMM， Mic); 而 Y cEM, 则 
ECOS, 因此 对 于 co 的 任 一 邻 域 U，f,ju:U->C 不 正规 . 

根据 上 述 构造 和 Montel 定理 ,运用 反 证 法 ,可 证 得 下 述 两 个 
结果 

( I )Misurewicz 点 在 oM 上 稠密 ; 

(I )aM 包含 在 所 有 双 曲 分 支 的 中 心 的 闭 包 内 . 

这 两 条 性 质 就 合理 地 说 明了 oM 为 什么 如 此 复杂 . 

从 (5. 150) 知 ,M 集 将 工 集 分 成 连通 和 非 连通 两 大 类 . 除 此 之 
外 ,M 集 与 J 和 集 之 间 存 在 着 亲缘 关系 . M 集 的 每 一 部 分 都 表示 出 
相关 J 和 集 族 的 特征 . 比如 ,M 集 的 心 形 主 体 对 应 着 本 集中 的 分 形 拟 
圆周 ,把 aM 上 c< 点 周围 的 图 形 放大 揭示 出 的 形态 也 是 与 c 点 有 
关 的 丁 集 的 组 成 部 分 .但 至 今 未 给 出 这 一 发 现 的 严格 证 明 . 值得 注 
意 的 是 ,年 轻 的 研究 工作 者 Tan Lei 已 经 证 明 ， 

在 每 一 个 Missurewicz 点 邻近 ,M 集 与 ] 集 之 间 存 在 着 相似 
性 . 即 是 说 ,对 恰好 位 于 aM 上 的 大 多 数 点 来 说 ,用 一 强 倍数 的 显 
微 镜 来 观察 动态 平面 上 < 点 的 邻 域 或 者 观察 参数 平面 上 < 点 的 邻 
域 ,我 们 将 发 现 , 除 相差 一 个 旋转 外 ,M 集 和 J 和 集 看 起 来 是 一 样 
的 .精确 陈述 如 下 : 

设 i 是 最 小 的 整数 ,使 得 z, 一 {:C0) 是 一 周期 点 ,比如 周期 为 . 
并 用 p 表示 周期 轨道 {x;,… ,x4;-1} 的 特征 值 . 在 动态 平面 上 平移 
] 集 使 c 点 移 至 0 点 , 平 称 后 的 J 和 集 记 作 T.(J(f.)), 用 PP 乘 
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c QOO. 然后 ,对 任意 选 定 的 129 0 UE DA. c 为 半径 的 圆 盘 D. 内 
Xu。(r) 那 部 分 ,这 里 
X.GOo-D. fle (G.QOGO» 
在 参数 平面 ,平移 M 集 使 c 移 至 0 点 ,平移 后 的 M 集 记 作 «OM. 
H 63€ OD. 
Yar) =p" G.COMD2 
则 存在 入 关 0, 使 得 当 nooit, Xa SR 
XOD. NAYE) 
的 Hausdorff HUS. 
结果 表明 ,M RENISAT] 集 的 直观 图 解 目录 表 作 
HR. "nis MAREEK, 其 中 存 贮 着 无 穷 多 个 干 变 万 化 的 图 
象 , 如 图 5. 22 所 示 . 这 一 性 质 也 许 是 目前 所 知 的 M 集 的 最 吸引 人 
的 性 质 之 一 . 
在 许多 其 它 单个 复杂 参数 的 复 解 析 映 照 族 中 ,也 出 现 了 与 M 
集 其 为 相似 的 集 . 这 些 复 解析 映照 有 与 M 相似 的 集 出 现 , 其 道理 
正好 与 M 包含 与 它 自身 相仿 的 小 图 形 一 样 , 即 这 些 映 照 或 者 它们 
的 某 些 迭代 可 能 局 部 地 与 么 有 着 相似 的 性 质 . 因此 ,可 以 说 M R 
具有 普遍 性 . Douady 和 Hubbard 就 曾 考 虑 过 类 多 项 式 喘 照 . 
解析 映照 f;U' 一 U 称 为 4 类 多 项 式 , 如 果 U 和 U' 是 C 的 同 
构 于 圆 盘 的 开 子 集 且 U'CU, 同 时 于是 正常 4 次 的 . 
对 单 参数 二 次 类 多 项 式 的 映照 族 
fU U, 
其 中 XE 人 ,入 同 构 于 圆 盘 ,存在 唯一 的 临界 点 内 EU .可 以 证 明 ， 
若 存 在 闭 子 集 ACA , 同 构 于 圆 盘 ,使 得 VY XE ANAA fiC) 
EUNU;, 并 且 当 X 扫 过 A 时 ,f(y) 二 ow 绕 o 转 了 一 图 , 则 人 中 包 
A5 M 集 相 仿 的 图 形 . 因此 , 便 不 难 理解 为 什么 M TS m 
着 与 它 自己 相仿 的 小 图 形 了 . | 
,167 。 


图 5.22 M 集 的 性 质 之 一 ,J SiS EE E 


四 . M 一 集 的 研究 进展 

H * Jürgens 和 H —O. Peitgen 等 认为 M 集 的 性 质 过 去 一 直 
是 并 且 将 来 继续 是 数学 研究 的 一 个 巨大 难题 . 从 前 两 部 分 已 经 看 
到 ,通过 A。Douady 和 J。H。 Hubbard 等 人 进行 的 基础 研究 工 
作 , 在 解决 这 一 难题 方面 已 取得 了 巨大 进展 . 在 这 一 课题 的 研究 
中 ,人 们 广泛 采用 了 数学 理论 与 计算 机 图 形 学 相 融 合 的 研究 方法 . 
其 研究 进 诬 向 那 种 把 纯 数学 与 计算 机 看 作 格格 不 入 的 传统 数学 观 
念 提出 了 挑战 . 
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迄今 ,M 一 集 性 质 研 究 中 所 获得 的 最 大 成 功 是 所 谓 M 一 集 的 静电 
fi. 设 M 集 带 有 一 个 电荷 ,将 一 个 点 电荷 绽 于 M 一 集 外 ,通过 测定 
该 点 上 的 静电 力 来 测量 这 一 电位 , 结果 证 明 , 静 电位 的 测定 与 确定 
点 c 是否 属 于 M 集 有 着 密切 联系 .目前 ,Jirgens 和 Peitgon 等 人 ， 
正 愈 来 愈 多 地 借助 计算 机 活动 录像 探索 M 一 集 并 正在 取得 进展 . 
其 它 一 些 分 形 的 三 维 电 位 再 现 及 相关 研究 工作 也 获得 相应 发 展 . 

Devenney 通过 计算 机 数值 实验 观察 到 M 一 集 的 复杂 图 形 实 
际 上 是 许 许多 多 不 同 周 期 的 周期 轨道 的 稳定 区 域 共 同 构成 的 . 最 
近 , 黄 永 念 运用 自己 提出 的 初等 代数 和 复 变 函数 的 分 析 方 法 严格 
证 明了 Devaney 指出 的 事实 ,给 出 了 计算 一 维 复 映射 f(z)==z" 十 c 
的 任意 周期 n 的 周期 轨道 个 数 Nu 的 一 般 公式 


r r i-l 
N, =+ [m Qims 十 之 /人 ,ms 十 … 十 (一 1)rmoe-] (5. 158) 
式 中 n 一 ntanxkz.nek ， ni< nz<… n, 是 质数 ， kl 且 为 整 
i=l, er. l ' 


ei 一 nj/ni， ej-—n/ninj'', ee=n/]n 
eg. IH Fig ke mI. 
通过 对 周期 轨道 稳定 性 的 分 析 , 黄 永 念 证 明了 M 一 集 及 其 广 
- 义 情 形 的 复杂 结构 由 无 穷 多 个 不 同 周期 轨道 的 稳定 区 域 共 同 组 
成 . 有 旦 得 到 周期 为 n 的 周期 轨道 稳定 区 域 个 数 工 与 轨道 数 N。 有 
关系 : L—nN,/m. 

对 于 不 动 点 的 轨道 的 稳定 区 域 的 中 心 位 置 在 c 平 面 上 也 是 原 
点 c 一 0, 其 稳定 区 域 的 边界 

c=m a estia - les (OxzOx; (m — 1)2x) 

m=2 时 ,其 边界 . 

c 一 了 二 sim Je? (OxcOs 2T) 
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它 就 是 M 一 集 的 最 大 心 形 区 域 边界 . 周期 2 轨道 的 稳定 区 域 是 以 
c 一 一 1 为 圆心 , 子 为 半径 的 加 c — 1 Le 

如 今 ,M 一 集 的 概念 已 推广 到 其 它 含 参 函数 族 , 含 参 函 数 系统 
等 .通过 建立 M 一 集 有 理 射线 的 等 价 类 ,已 获得 抽象 M 一 集 的 一 
个 模型 

另外 ， oM 的 维 数 也 是 值得 研究 的 问题 之 一 ,但 目前 尚未 获 
得 突破 性 进展 . 

$9 RENAA 


迭代 函数 系统 IFS(]terated Function System) 是 Barnsley 和 
Demko 作为 构造 分 形 集 的 统一 方式 而 引入 的 . Julia 集 .Cantor 集 
及 其 它 很 多 分 形 集 都 可 看 成 某 些 IFS 的 吸引 集 ， 

所 谓 选 代 函 数 系统 ,简单 地 说 , 指 紧 度 量 空间 M 到 自身 的 一 
组 压缩 映射 {W,:M 一 Mn=1;,2,…N)}, 即 满足 

d(W,(x), W, iy D Scd (xy), xyEM 

n=1pe, N, 0<c<i (5.159) 

iof (M;W, ,-- W, E (MW) QW (WwW。)). 定义 集 值 
映射 

W:M, WF) — UW(F), FCM | 

xcEM 在 (IM; 双 } 下 的 吸引 集 定 义 为 

AGO —limW* QO 
RXEa€CAGONBP X, a 的 任意 邻 域 U ,存在 无 限 多 个 an 
fg UW* GO. | 

若 A(x) 与 x 的 选择 无 关 , 则 称 A 一 A(x) 为 {M;W} 的 吸引 
R. 它 是 M 的 紧 子 集 , 生 在 W 下 不 变 , 即 W(A)=A. 

定义 {M;W)} 的 逆 为 M 上 的 集 值 映 身 

ZU 


W^OGO)-—(x€MIWGOCM?) 

(M: WHER S8 BD (M; W OB UR | AR. 

设 C 表 复 平 面 ,f;:C>C 为 有 理 映 照 ,C 是 黎 曼 球 面 . 将 f 扩充 
A C Emm (Cx ^ IFS(CIE S SS E V Rp 
(i 二 1,"…,n，n 二 deg(f)) 是 ff 的 n 个 分 支 . 因为 f 的 琢 性 不 动 点 
至 多 为 2n 一 2 个 ,所 以 对 几乎 所 有 的 zE CAr:(z) 一 Ar 与 2 的 
选择 无 关 , 且 可 证 明 

Ari =J) 

这 说 明 f 的 Julia RE (COR HERR x (C e ELO T 
引 集 . | 

设 R(y,z) 是 复 变 量 y,zEC 的 复 系 数 多 项 式 ， y,z 的 度数 分 
别 为 degy —n,degz—mzl1, Wd W;GoG-1, 3 fij 
IFS{C;W}) 称 为 R(y,z) 生 成 的 近代 Rieman 曲面 . 其 中 Wi» (i= 
1,-,n) E R(y,z)-0,2€ € 的 n 个 解 . 

例 5.18 设 a，b，“ 是 不 共 线 三 点 

R(y,z) —(2y —z—aJ(2y —2— b) (2y —2—6) 
WY xC€ C,AQ0O—A 是 以 a， b, ee 为 顶点 的 SierPinski = ff 
É. 


例 5.19 设 a，b，。 是 不 共 线 三 点 . 

R Cy,z) — (y —32-F 2a) Cy — 3z4- 2b) (2y 一 3z 十 c) 生 成 的 IFS 

的 吸引 和 集 是 (oc) ,而 排 乐 集 为 一 Cantor Bf. 

”《M;W} 是 双 曲 的 指 存在 常数 s€EL0,1), 满 足 

IWiGO—Wi;(Go|«s|x—yl; x. y€M, i—1,*,n (5.160 

对 具有 双 曲 性 的 IFES ,其 吸引 集 的 结构 和 分 维 已 有 如 下 深刻 结果 . 
定理 5.33 设 {M;W) 是 双 曲 IFS, 则 它 有 唯一 吸引 集 A ,而 

且 存 在 Cantor RA A 上 的 一 个 连续 映射 . 

定理 5. 34 VECUM;W OO HSIFS BH Wi CAD (1 W,CAD— GP, 
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1xiz5j«n,A 是 上 述 定理 中 的 吸引 集 , 则 
WSs, 

此 处 之 ,是 n 个 符号 的 单 边 符号 空间 ,o 是 移 位 映射 ， 

定理 5. 35 ”在 上 述 定理 条 件 下 , 若 M 是 RZ 的 子 集 , 且 存 在 
常数 s 和 s,0<si 委 si<1, 使 得 

six—y[sxWiGO—W.GOÍ[ss;Ix—yl 

xy€ A, i=l,",n 
则 A 的 Hausdorff 维 数 .Da(A) 满 足 

min (t,u) xz Du CA) xd (5.161) 
其 中 tu 是 下 述 方程 的 正 数 解 


成 立 . 
$45.20 在 函数 系 {c,sz 十 1,sz 一 1} 中 取 s=7 0+ WR 


迭代 的 不 变 集 为 著名 的 分 形 集 一 一 龙 曲 线 ， 
IFS 的 一 个 重要 应 用 是 重建 分 形 集 ,尤其 是 利用 IFS 建立 分 
形 内 插 法 . 由 此 ,可 从 实验 数据 作 分 形 重 建 . 
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ZENY 


多 重 分 形 (Multifractals) 是 分 形 理论 的 进一步 发 展 , 它 是 为 
研究 自然 界 中 的 非 匀 称 和 各 向 异性 现象 而 提出 的 . 它 与 简单 分 形 
的 区 别 在 于 标 度 性 质 与 方向 有 关 , 这 类 奇异 集 的 维 数 构成 一 个 连 
续 的 谱 . 本 章 将 介绍 有 关 多 重 分 形 的 一 些 问题 . 


SL 多 重 分 形 的 概念 与 例子 


多 重 分 形 也 称 作 多 标 度 分 形 或 多 重 分 形 测度 . 对 于 诸如 潮流 、 
混沌 ,分 形 生 长 (如 DLA ) 等 许 许多 多 非 均匀 的 分 形 现象 ,一 个 维 
数 无 法 描述 其 全 部 特征 ,必须 用 多 重 分 形 测度 或 维 数 的 连续 谱 来 
表示 ， | 

测度 是 恕 知 的 长 度 ,面积 .体积 等 一 类 量 在 奇异 集合 上 的 推 
广 . 更 广义 地 ,这 里 测度 可 以 看 作 是 展 布 在 一 个 “ 支 集 ”(Support) 
上 的 质量 ,概率 或 其 它 物理 量 , 支 集 可 以 是 欧 氏 空间 或 度量 空间 上 
的 通常 子 集 ( 如 :区 间 、 圆 盘 , 和 矩形 等 ) 或 分 形 集 合 ( 如 : 康 托 集 . 谢 尔 
品 斯 基地 毯 `.DLA 等 ), 多 重 分 形 测 度 是 一 种 奇异 测度 , 即 不 存在 
密度 函数 的 测度 . 换言之 ,多 重 分 形 是 定义 在 分 形 上 ,由 多 个 标 度 
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指数 的 奇异 测度 构成 的 无 限 集合 . 

三 分 康 托 集 是 众所周知 的 ,可 将 其 推广 到 广义 双 标 度 情 形 . 每 
次 将 一 线段 等 分 成 三 个 子 线段 ,去 掉 中 间 一 段 的 概率 为 pi, 去 掉 
末端 线段 的 概率 为 bz,pi>>p; H p 十 2p: 一 1 在 每 一 小 段 上 重复 这 
伴 的 过 程 .经 过 几 次 构造 后 ,概率 分 布 很 不 均匀 . 当 如 此 嵌 套 的 步 
数 无 限 增 大 时 ,所 形成 的 概率 分 布 就 是 一 个 多 重 分 形 . 

将 平面 上 的 一 个 单位 正方 形 分 成 9 个 小 正方 形 , 然 后 随机 去 
掉 一 些小 正方 形 . 设 第 1 个 正方 形 不 被 去 掉 的 概率 为 pi (i 二 1,2,… 
9) ,然后 将 每 个 方 格 再 分 成 9 个 更 小 方 格 . 第 二 步 ,第 i 个 大 方 格 
中 的 第 j 个 小 方 格 不 被 去 掉 的 概率 为 p;，* p. 按 此 方法 重复 这 一 过 
程 至 极限 情形 ,所 得 到 的 概率 分 布 是 平面 上 的 一 个 多 重 分 形 . 这 一 
结构 是 非 均 匀 且 各 向 蜡 性 的 .特别 当 ps- 二 1,i 二 1,*… ,5 且 
px 一 0,i 王 1,… ,4 时 得 到 的 是 Hausdorff 维 数 D—10og5/log3 的 一 
个 简单 分 形 . 

多 重 分 形 至 今 还 没有 严格 的 定义 . 我 们 给 出 的 下 述 定义 来 自 
于 前 面 例子 的 启发 . 

设 A Rd 维 欧 氏 空间 或 度量 空间 ,X 是 Z 的 一 个 d 维 子 
集 , 它 是 测度 的 支 集 ,或 某 个 动力 系统 的 不 变 集 . 对 z 进行 适当 划 
分 并 距 以 概率 不 变 测 度 po 这 里 的 划分 类 似 于 前 独 的 例子 ,是 迁 
式 的 或 递归 的 . 设 o 是 与 划分 有 关 的 一 个 参数 ,第 n 步 划 分 后 的 和 X 
的 子 集 记 作 X,(o). 

车 X。 一 limX,《a) 是 一 分 形 集 , 则 称 它 是 (X,p) 的 分 形 子 集 . 若 
在 划分 下 ,(X,p) 产 生 的 分 形 集 , 可 以 表 成 若干 分 形 子 集 的 并 , 且 
每 一 分 形 子 集 有 不 同 的 分 维 , 则 称 此 分 形 集 为 多 重 分 形 . 

设 ( 拱 ,中 被 划分 成 尺度 为 8 的 单元 (cell), 且 单元 测度 凡 与 8 
RS XA 


Ua =Ò" f (6. 1) 
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则 称 a 为 Lipschitz —H older 指数 (简称 H older 指 RO. 由 于 它 控 
制 着 概率 密度 的 奇异 性 ,因此 也 称 作 奇异 性 指数 . 

对 概率 测度 为 n. P] ECT SE X. 的 任意 可 列 3 一 覆盖 
(U es HI 0 二 diamUi 过 8, 定义 

HS (Xues Ue )=inf{ 2) (diamU,) {Ui hens H X. 的 5 一 覆盖 )} 

(6. 2) 

(Xaspa) HJ Hausdorff r 一 维 测度 定义 为 

HO Kapa) = limo (Xs pa) (6. 3) 

若 存 在 临界 指数 f(a) Lili c £C SE AA Xarpa — 0; r <f Co) 
Bj IE Kas pad) = o0 r= O 0 9E" K, i.) «oo. WIR £GOONS 
多 重 分 形 的 奇异 谱 . 

由 定义 知 fCa) 就 是 分 形 子 集 X. 的 Hausdorff 维 数 . 当 
X.CUU， 0<diam(U <è, jEN 时 ， 


$ 


{(0) —inf(r |liminf 之， (diamU;)'— 0) 


—sup {r |liminf 27 (diamU,Y — 2) (6. 4) 

当 {U;} 是 尺寸 为 6 的 盒子 时 ,车 La,a 十 daj 内 概率 测度 为 y 

的 单元 个 数 为 N(a)( 即 覆盖 铺子 数 ), 则 263CX。,po) =N). E 
此 当 NGO —8- B 2 (OG p A TR. 由 此 可 得 | 

{C0) — — limInN (a) /1n8 (6. 5) 

f(o) 是 描述 区 域 维 数 的 连续 谱 ,在 a 一 f(a) 坐 标 系 中 为 一 单 峰 

图 象 . 现在 的 共识 是 :f(a) 和 a 是 描述 多 重 分 形 局 部 特性 的 一 套 基 

本 语言 . 另 一 套 q 一 D(q) 语 言 是 从 信息 论 角度 引入 的 . 测度 支 集 

CX,p) 的 单元 记 作 {和 人} ,pz 是 不 变 概率 测度 . 第 i 单元 的 概率 

Pi = dco, 当 q1 ht, Æ pi 之 pj; 则 pips. 考虑 Pi 对 测度 六 
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和 维 数 的 贡献 大 小 ,对 较 大 概率 赋 以 较 高 权重 ,有 以 下 定义 
概率 测度 e 的 q 阶 矩 定义 为 


ND = pA) (6. 6) 
广义 {一 维 测度 定义 为 

MA) = Z 4p? G8 =N (qd)? (6.7) 

A (q) — lim.) (6.8) 
若 存 在 依赖 于 p 的 a 阶 窍 选择 的 临界 指数 r(q) 

t) =inf {r| A (3) —0j —supir|. 471, — co; (6.9) 
则 称 cC 2 EE HC. 

TR 38 u B] q TAB XS REASLAT" X. Renyi 维 数 D(q) 

1 In > "p^ () 
lim 一 一 一 一 一 q 天 1 
Dq?-242-1e* — dh (6. 10) 
ZEND XIOLIO | 
2m In§ 


例 6.1 二 项 倍增 过 程 
设 测度 支 集 X==[0,1], 使 用 二 分 法 对 X 进行 迭 式 划分 . 第 一 
步 X 被 分 成 等 长 (8 二 1/2) 的 两 段 , 令 左 段 测度 p。 = p , 右 段 测度 
i —l1—p. 重复 这 一 过 程 ,第 n 步 得 到 N= 二 2" 个 单元 {人 ;六 1, 每 个 
的 长 度 5==2-*"， A 的 测度 
= pim TP =p (p, i-0,1,*,N—1 
k m xi/2" 的 二 进 制 表示 中 “0” 的 个 数 . 令 
£—k/n, k—0,1,.,n 
则 有 | 
NE= (Qn! /€n1t [AEn]! 
个 单元 的 测度 为 
pim ANC) — pup 079 pt(] — p) 79? 
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这 N, (8) 个 单元 作成 子 集 X, (ECX,Xe 一 limX。(S) 是 分 形 子 集 . 用 
尺度 为 8 的 盒子 覆盖 Xe 由 定义 4 知 Xe 的 r 一 维 Hausdorff 测度 . 


XY —infl s IX: 的 任 一 8—39 36) -N CO 
运用 Stirling 公式 ， n] 一 V/2zn^* te^, fill 


H 
N,(G)——ÉÓ— —n[&8l 1—91lnaü—£5) 
( TERT 5exp{ n[&n£4- (1—.In( n 


Hi19 799—957 9*1, n——]n8/In2, TEC £(D zg XN 
f«& — — [tnt (1—8In (1 E]n 
r={ H}, 2e OCOXS JEU PB (LX 的 Hausdorff 维 数 
DO) -((5. 
V x(5) € X, UE —25 sE I E H8 
ti 9€ GG 8) 9 (E) = 
于 是 得 到 H older 指数 
a— —[&np-4- (0—91nXQ—p) 1/In2 te [0,1] (6. 11) 
可 见 a 与 $ 呈 线性 关系 ,从 中 解 出 ==&(a) ,代入 (6. 11) 得 到 
f(a)=f(&(a)). l - 
考虑 奇异 测度 的 q 阶 矩 , 则 由 (6. 6) 和 下 节 的 定理 ,得 


N(g,8)= >| | p*(—p)*7* —[p*-E (1 —p)** 
t(g) —In[p*- C1 — p*]/In2 


a(q) — — [p?Inp4- C1 一 p)sln(1 一 p)]/[ps 十 Q— p*]In2 
In[p*-F (4 —p?*]/ (1 — p1n2 qz1 
Dla = 


—[planp+ (1—p2ln(1— p) ]/1n2 q—1 


p'Inp- (1 —p)*ln(1—p) , In[p*-- (1—p)*] 
—— M E 1n2 . 


(779 Tp ng 
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$2 质量 指数 ,广义 维 与 奇异 谱 


上 节 我 们 给 出 了 多 重 分 形 的 概念 与 例子 .这 节 我 们 来 讨论 质 
量 指数 .广义 维 及 奇异 谱 的 性 质 以 及 它们 之 间 的 相互 联系 . 

由 t(q) 的 定义 ,r= 二 tT(q) 时 ,pCq) 为 非 零 有 限 值 ,由 (6.7) 知 ， 
N(q,0-—8 "9? ,因此 

ta — —limlnN (q ,3) /In8— -limin 2/8) /tnà (6.12) 
当 gq 关 1 时 ， 比较 上 式 与 (6. 10) 第 一 式 得 c(0 — (O—90DGD H. 
D(0)-— —:(0)J& f E39. 由 概率 测度 归 一 化 知 5(1) 二 0. (6. 12) 关 
于 q 求 得 导数 

v (q)= —lim Pr G)Inp.G) /[ Zup: Q) Jind 
从 而 | 

"GD 一 一 im 之 pi)lnp(S)/tn8 一 [imS(8)/lng 
与 (6. 10) 第 二 式 比 较 知 ， D(1) = 一 (1)， ERP 
S (3) 一 一 和 plnp; 恰好 是 测度 分 割 的 Shannon Af B D(1) 是 
B d. Ma ros DQ) 的 关系 

T 1-—- 1 

D= eo : acl ERCOLE SE 6a 

从 81 知 , 复 盖 CX,4) 的 分 形 子 集 XX。 所 需 尺 寸 为 8 的 盒子 个 
XX N(a,8) —oCa)daà'? , Ath c(a)da 是 位 于 [a,a 十 da] 中 的 分 形 
子 集 的 个 数 ， 由 定义 3， m=0, 因而 
集 X= UXe BI X c 维 测度 

_Ai(q)= | o(a)8- 93 bdo 


= focair tga (6. 14) 
34 a~~0 时 ,根据 最 陡 下 降 法 ,上 述 积分 由 被 积 函数 的 最 大 值 支配 . 
此 时 指数 ga 一 f(a) 接 近 于 它 的 极 小 值 ,这 要 求 
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d 
daban 7 1C ]-- o = 0 


d? 
gæla to] Jama > 0 


由 (6. 140 910, o3 (00 670 7100? *7, 依 r(q) 定 义 可 导出 Legendre 


变换 
da (6. 15) 
$3<0 - (6.16 
r(q) — f) —qa(q) (6.17) 
a(q) = 一 于 (6. 18) 


(6. 13),(6.17) ,(6.18) 构 成 了 多 重 分 形 理论 的 内 核 .它们 说 明 
f(a) 与 DCq) 可 以 互 换 , 同 时 可 以 通过 这 些 关 系 式 确 定 分 形 测度 的 
奇异 性 谱 函 数 f(a).(6. 15) 与 (6.16) 说 明 f(o) 是 oa B P BRUCH DAT TG 
为 单 峰 图 象 , 如 图 6. 1 所 示 .f 
(o) 在 每 点 的 斜率 为 q, 当 qo 
十 co 时 ,最 大 的 pi ZE N (q, 
5), 它 对 应 于 oa 取 最 小 值 和 f 
(a) 取 零 的 一 点 ! 当 q 一 一 co 
时 ,最 小 的 pi 支配 N(q,3) ,对 
应 于 a 取 最 大 值 和 fc) 取 零 的 J C 
点 9 一 0 时 ,f(o? 到 最 大 值 , 并 mel OON GS EGER 
HDO)=r0), 即 f(a) 的 最 大 值 为 盒 维 数 D。。 Bi cCO-—-0 知 ， 
a(1) 二 {f(a(1)). 图 6.1 示 出 了 奇异 性 谱 函 数 对 于 奇异 强度 的 一 般 
变化 关系 . 

前 面 讨论 的 f(a) 一 a, 与 5(q) 一 q JÉ — 3656 98. 7j opo E, 
T(g) 与 f(a) 可 微 时 ,f(a) 可 从 r(q) 经 Legendre 变换 得 到 . 实际 上 
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f(a(q)) 与 a(q) 可 用 另 一 方法 直接 求 出 . 构造 正规 测度 pq) 的 单 
参数 族 
i(q,8) =p: G2/ Zap G) (6. 19) 
若 r(Cq) 可 微 , 则 
f(q) — —qr' (q) 十 r(Cq) 
. 之 ,Pilnp In 5 1p: 
=a SO o) dab 
li (2 jpelnp?/ $a? 
-一 m 一 
m 937075 
由 此 得 到 计算 ORAR | 
{(q) —lim 2 14. dln (qd) /Inà (6. 20) 
现 将 uCq,8) 作 为 新 的 概率 测度 ,nCq) 的 支 集 的 Hausdorff 维 数 通 
过 Shannon W4 ib 44 a(q) 1E JJ a, —Inp;/1n6 的 均值 ,得 到 
«(q)— lim 24g (q BInp.) /Inà (6. 21) 
上 面 (6. 20) 和 (6.21) 的 优点 是 能 直接 求 f(a) 谱 和 a, 且 无 需要 求 
tlq) 可 微 . ' 


$3 D(q) 的 上 下 界 与 极限 


从 广义 维 的 定义 知道 ,极限 情形 D( 土 co) 具 有 特殊 意义 . 从 
《6. 10) 知 ,D( 十 co) 描 述 相 空间 中 测度 最 集中 区 域 的 标 度 行为 ,而 
D( 一 co) 描 述 测度 最 稀 朴 区 域 的 标 度 行为 . 

运用 简单 的 代数 不 等 式 

Upan pan (6.22) 


( 式 中 r,r ER,rr 天 0,r > a0, PL20 H. 2 p.— D T AER 
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D(q o xiD(q) Vq ER q >q . (6.23). 
这 说 明 D(q) Bi q 增 大 而 减少 . 如 果 分 形 是 均匀 的 (简单 分 形 ), 即 
测度 没有 奇异 性 ,此 时 对 VY qq ER, 有 D(q) 一 D(q ). 由 此 可 以 
说 ,对 于 各 种 q 值 D(q) 差 异 越 大 ,相应 测度 就 越 不 均匀 . (6. 23) 说 
8j D(q) 是 DC(q') 的 一 个 上 界 . 另 一 方面 ,对 任意 实数 a; 和 r, 有 代 


数 不 等 式 - 

Oad > Dar r 之 1 

(Quay «2a , 0<r<l " 
选取 asp, r-4'/q. 经 过 简单 推导 ,可 以 得 到 

D(q) (q—1)/qxzD(q') (q' — 1? /q' (6. 24) 
由 此 式 给 出 D(q' ?的 一 个 下 界 

D(q' )ZD(qq'(q—1)/a(q' —1) (6. 25) 
同时 容易 证 明 

D(q)20  Vq€R (6. 26) 
运用 (6.23) 和 (6. 24) 可 以 给 出 D(q) 的 极限 所 满足 的 关系 

Ipoypcospo | (6. 27) 

DC—DzDC-oo)z:2DC—1) (6. 28) 


这 两 式 在 理论 与 应 用 两 方面 都 有 重要 意义 .理论 上 , 它 给 出 了 |q| 
充分 大 时 ,D(q) 的 范围 ;应 用 革 , 由 于 计算 低 lq| 值 的 D(q) 比 高 
1ql 值 的 DCq) 容 易 得 多 ,所 以 可 根据 D(27 和 D( 一 1) 的 值 对 
D( 士 cc) 作 出 估计 . 当 1qi 较 大 时 可 用 以 检验 D(q) 计 算 的 数值 结 
果 . 特 别 是 对 D( 十 oo) 的 检验 和 估计 很 方便 ,因为 对 于 从 时 间 变 化 
观察 到 的 动力 系统 已 有 了 计算 D(2) 的 算法 , 即 G 一 P 算法 . 

E DOE q 的 光滑 函数 ,可 以 进一步 估计 D (o 89 FE. 我 们 
来 导出 D' (q) 的 一 个 易于 判别 和 应 用 的 下 界 ， 

对 q>>q' ,从 (6.23) 知 ,D'(q) 委 0. 又 从 (6.25) 知 ,对 
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q€ [0.1]. dc DG) (q—1/12:0 ENF 


D'(q9z—D(q?/q(q—1) (6. 


29) 


€i q> 一 co, 则 由 (6. 23218 DKD 09). Zi q721, V qq ,由 


(6. 2558 
D(q) (q  1)/aX limD(q') (q' C12/q! Doo) 
dco 


Bl D(q)«D(oo)g/q— 1. X. q€ (一 oo,0)UG ,十 co), 因 此 总 有 


'1/q(q—1)70. 从 (6.27) 和 (6. 29) 得 


一 2D( 一 1)/q(q 一 切 委 D' (q) 委 0 一 co<q<<0 (6. 
—D(2)/(q— IxcD' (q) zo 1«q«oco (6. 
dr DCA £C nf $8 35 8 (6.132, (6. 17281 (6. 18) ,可 证 
a(q) =D) + (q— DD q) . (6. 
f(a(q)) - D() -q(q—1)D' (q) (6. 
HAEC. 30) 和 (6. 31) 代 入 上 述 两 式 可 以 得 到 
D(g)xio(go) :2DC— 1) (q— 1)/q —oo«q«0 (6. 
D(q)(q—1)/qxa(p«D(2)q/(—1) - 1«q«oo (6. 
Oxcf(a(q))O x:2DC— 1) 一 co<q<<0 (6. 
OXf(a(qQOsDQ)q/(Qq—1) 1«q«oo (6. 
于 是 可 以 给 出 a 和 f(a) 的 上 、 下 界 与 极限 
lpa«a«Qre«DO) (6. 
D(—D&a(C—oo)«2DC- 1) (6. 
0&f(a( HoD) (6. 
0sf(a( —eo)) :ZDC— 1D (6. 


30) 
31) 


32) 
33) 


34) 
35) 
36) 
37) 


38) 


39) 
40) 
41) 


从 (6. 38),5(6. 39) 可 见 ,a( 十 ce) 与 D( 士 co) 有 相同 的 上 下 界 . 当 
1q1 较 大 时 ,(6.38)、(6. 4)DD/BDC— DMD) A i Ta(o 5 


f(a(q)) 的 范围 ,可 用 于 检验 (6. 20) 和 (6. 21) 计 算 的 数值 结果 . 


对 qE(0,1), 从 (6. 33) 解 得 
D' () 2[f(a(q) —D()]/a(q—7 D 
由 于 对 任意 alq) f(GOQpDOxDDO)D ,于 是 从 上 式 得 
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[DCO0)—D(q)J/q(q— KD aK qE (0,1) (6. 42) 
另外 , 易 知 

D' (0) —f(a(0))—a(0) D(0) —a(0) (6. 43) 

下 面 我 们 分 析 质 量 指数 r(q) 及 其 导数 * (q) 的 上 下 界 与 极 
B. 首先 从 (6.13)、(6. 17) , 6. 18) C6. 12288 f$ «(00 —D(COD, 
r(1)—0,c (0) —at0) sr (D-—-—DGOD, Jimr(q) 一 一 “9， lime(a) 


—oo,—RtHb, 车 +(q) 可 微 且 q 有 限 , 则 


—qD() StD LD —1) (2—q) 一 co<q<0 (6.44) 
—pD(OD4«*?/(q — DSt (qa) ;D(QDq/(q— D —D(q) (q—1) 

| 1«q«oo 6. 45) 
o< <Da  0<q<1 6.46) 
Hyr Sala), FEA 
2D(—-D4-qVar («0 一 co<q<0 


-D/Q DL WK- DaDa | 1«q«co 
于 是 得 到 +(q) 的 极限 

—2DC-D&v (—eo)«0 

-DCS (+K D) 

34 q€ O DEF, h C6. 32) 和 (6.42) 可 以 得 到 ， 

[DO QADADI] Sr (q) 一 一 上 cq) 委 一 DG1) 
实际 上 ,还 可 以 求 出 "〈 士 2 与“ 的 精确 关系 . 对 任意 概率 测度 
to pa uA REESE Up AH RAKA MERE. 由 C6. 1) 

EE 2j " —lnp. 


PEE 
Jim T 人 De "RET =- lim rm ME 


同 理 可 证 
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. p nyy 
limr (q) 一 limis = 一 Qnmim， 


在 上 节 例 1 中 ,对 于 p 委 1/2 的 二 项 倍增 测度 
amm 一 ac(0) 一 一 In(1 一 p)/in2 

mx =0(1)=—lnp/ln2 
df df dé ln&£—in(1—£) 


da dé da^ inp—in(1—p) 
4 fG) ol, &— Lit EGO BUR AC. 由 (C6.11) 知 ,oo 二 一 [lnp 十 
In (1— p) J/2In2RT , fm =f Ca) —1;4 p—0. 7,4% a 21. 258H] fma 
=f (a) = 1,044270. 5146, 
Amx © 1l. 73697. 而 f Camin) = 
f Cama) = 0, f Ca) H HIR ET 
象 , 因 此 可 以 大 臻 作出 f(a) 
i 曲线 如 图 6. 2. 3x — T ig 4 
| 准确 地 描述 了 几 种 全 发 达 油 
i 流 中 通过 耗 散场 的 一 维 截面 
ooo ” ”的 多 重 分 形 谱 . 
图 6. 2 fa) 单 峰 图 象 
下 面 我 们 再 举 一 个 比 二 项 倍增 过 程 更 一 般 的 例子 . 
例 6. 2 设 支 集 X 的 线 度 为 ,其 上 展 布 着 单位 测度 . 第 一 步 
YE X 3814) BR N 个 单元 ,它们 具有 两 种 不 同 尺 寸 和 测度 . 设 长 度 为 
à 和 7: 的 单元 个 数 分 别 为 m v na ,相应 测度 为 pi、p,, 记 第 i 步 的 
Ala =F, B 
D =n p: h np" 
这 里 nn 十 ns 二 N. 下 一 步 ,每 一 个 单元 又 分 成 n 个 小 单元 . " 
D;-n;*(p,*4 7 - 2nin;pi?p? 45) 7 ns (p,4,7 Y= 
依 归 纳 法 可 知 ,第 n 步 ,T,==T,". 由 此 可 见 DEERE. AERA 
度 归 一 化 知 ,sc(q) 是 T. (0 — 185 f. BI 
- 184 ， 


mp "ng; —1 (6. 47) 


的 解 . 为 简化 计 , 取 =6,1;== 阅 ， 而 每 个 单元 的 测度 正比 于 尺度 ， 
Bp 


pi 0 / (md + nð) k=1,2 
d 是 和 X 的 拓 朴 维 数 ,这 样 可 将 (6.47)? 写 成 的 二 次 方程 ， RS 
t) dq np PÀ C Zò 


AF ro n,85 +n" — 9" /p,. FÆ B (6. 132, (6.17) C6. 18) 得 到 


MN RN - 
D(q)= nz 
d 4- 2n;rlnr/[ €n,?--4n,r)'7 —n, ](n,?-- 4n;r)"71In8 q 一 1 
特别 | 

D... =am t dinr/21n8 

—]np;/1n6* 

Dyo — agi, =d —Inr/Inà— np; /Inà 
Hi. Legendre 变换 给 出 fCo) if 

e(q) =d— rnr 2n, 


4231/2... 
ME i 


a 
Iné[ (n, 4- 4n;1*)!7 —n, |(n;* t+ dn ) 


W X-(01],8-2.p.- Zo, - T esu EH 


d. (14-4X (3/491) !*—1 
q—1 atza 2 ] 


D, —In[ V5 +1]/ln2~0. 6942 
D. —in 3 /ln n zz0. 7925 


D,= 


-ln /nL 
D» =ln 3 /in 2 «0. 585 


* 185 * 


其 DC(q) 谱 如 图 6. 3 所 示 . 


-50 0 50 
a 
国 6. 3 Dpi 


$4 多 重 分 形 的 动态 描述 


DDM f(a) 描述 了 多 重 分 形 结构 的 几何 特性 . 可 看 作 一 种 静 
态 描述 . 而 多 重 分 形 常常 是 某 一 混沌 动力 系统 的 不 变 集 ,例如 奇异 
吸引 子 . 在 其 随时 间 演 化 的 动态 特性 中 ,也 存在 着 一 个 标 度 指数 序 
列 . 因此 ， 可 用 一 套 与 静态 谱 相对 应 的 语言 来 描述 . 

给 定 一 动力 系统 ,把 它 的 相 空 间 划分 成 尺寸 为 ! 的 盒子 ,并 将 
时 间 轴 划分 成 尺寸 为 + 的 小 段 . 区 (t) 是 系统 的 一 条 轨道 ,p (i,i,， 
…) 表 示例 (在 盒子 中 ,你 (2r) 在 盒子 ij 中 …, 伪 (nz) 在 愈 子 
i, 中 的 联合 概率 ,q BJ SU Gc Renyi 精 ) 定 义 为 

K,—— 二 ilimlimatin 2 pi demi (GD 
当 q 一 0 时 | 

Ko 一 limlimlnN (n) /ne 
是 拓扑 炳 . 这 里 NGCn) 是 直到 时 刻 nr 时 需 考虑 的 序列 | iD 的 
数目 . 而 在 q 一 1 时 ,就 得 到 由 (5. 94) 定 义 的 Kolmoqorov i8 CST 


3 $5). 
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K-K,—limK, =—limlimÈ 2 2 p Gi )Inp ai.) 


它 给 出 系统 在 单位 时 间 信 息 的 平均 损失 , 且 不 依赖 于 I. hF K= 
K >K, H K,—0J& RA "EI DEII 7 1 352) AR UE M E SEI 
应 用 中 , 常 把 K; 作 为 KK 的 一 个 近似 . 原因 在 于 Grassberger 和 
Procaccia 提出 了 一 种 从 时 间 序 列 计算 Ks 的 算法 , 它 类 似 于 D; 的 
计算 . 

动态 标 度 指 数 信 定义 为 

pG,)-—exp(—nr A) 
不 同 的 轨道 可 能 具有 相同 的 标 度 指 数 . 假定 对 于 充分 小 的 ! 和 固 
定 的 n, 人 在 区 间 [A', A' 十 d 丸 ] 中 取 值 的 次 数 正比 于 exp [nrg 
《CA')JdA', 类 似 于 (6.17) 和 (6.18), 当 n>co 时 ,有 


K= Hla] (6. 48) 
za- A | (6. 49) 
iet eq c /— (6.50) 
g A0 1()—q Zro) (6:51) 


这 里 *(q)=(q 一 1)K, 这 些 公式 是 与 质量 指数 r(q)》、 标 度 指 数 a 
与 广义 维 D(q) 间 关系 相 类 似 的 Legendre 变换 ， 

”对 于 一 维 上 映射 迭代 x+ 一 ft(Cx) 的 瞬 变 混沌 (traansient 
chaos)P. Szépfalusy 等 人 导出 


n-i 
A=} D inii (x | 28, —A,—8. 
n j=0 


n—l 


由 此 可 以 分 析 动 态 标 度 指数 人 的 含意 . REOS 


j-0 


In | f' (xi)1 表 示 有 限时 间 的 Lyapunov 指 数 ,8 称 为 逃逸 率 . 而 
lim A, =À, lim6, 一 6 为 系统 的 Lyapunov 指数 和 逃逸 率 - 由 于 入 一 
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是 围绕 一 排斥 子 运 动 的 Kolmogorov 488. w A "nf PUB BLAU Bi Kol- 
mogorov $ K 涨 落 的 一 个 量 . 
例 6. 3 我 们 再 来 分 析 第 五 章 讨论 过 的 帐 莲 上 映射 . 这 里 稍 作 了 
修改 | | 
f) =f x/p 0 入 x 生 pb . 
(0—3)/0—p) pxxx«1l ' 


iü2üpGsei9- Ss. 则 
si xi€ [0,p] 
1 一 p xi€ [p，1 
Sr"*==p' 十 (1 一 p)" 
p x1,XxzEL0,p] 
p(xi,x2)—=pC(1—p) xi€[0,plx;€[p.1] 


> Q—p)? x,x,€[p.1) 
Sr=[p°+(1—p) F 
运用 归纳 法 
Su 一 [p? 十 (1 一 p)]" 
由 此 知道 
K ,一 一 这 iln[p" 二 (一 p*] 


当 ol 时 ,可 得 到 Kolmogorov jfi 
K,-——plnp— (1—p)In(1—p) 
M. C6. 49) TF E HH 
A (q) 一 Fic DKq 
pnp+ — pX*ln(1—p) T/Lp*--  — pJ 
4 x—p'/[p*-- Q—p)*]. Jl 
A GO — —[xlnp4- (0—32In(1—p?] — (6.52) 


运用 (6. 5121833 g CAD 
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gCA (0) — (q— Dk,—q A (2 — —In[ p*a- (10—p?*] 
c [p*lnp*-F (1 — p?*ln(1— p) ]/[p*4- (0—p2*] 
—xlnx- (1—x)ln(1—x) (6. 53) 
可 以 观察 到 上 述 各 式 与 二 项 倍增 过 程 中 的 量 a(q),D (gq) ,flalq)) 
有 完全 相似 的 表示 . EE A (q) 有 一 个 非常 简单 的 解释 , 它 表示 在 前 
n 次 迭代 中 轨道 访问 [0,p] 区 间 次 的 Lyapunov 指数 . 事实 上 
e T= 
由 此 推 得 ,A G0 -—[ylnpt- (1—y)In(1—p)?] 
这 里 y=r/n. 找到 人 HAR P 等 于 在 (长 度 为 n) 的 迷 代 序列 中 
找到 一 个 点 有 上 次 处 于 [0,p] 中 而 n 一 r 次 处 于 [p,1] 中 的 概率 . 
即 
p=| npa 
利用 Sterling 公式 n! = V2rx nie" n!zen', 从 而 
InP =n[yln(y/p)+ (1—y)ln CG —y)/0.—p22] 
—n[ylny-- (1—y)inC(1—y)— A G2] 
比较 (6.53) 和 上 式 , 可 以 看 到 e CIO ( 除 因 子 e^ 外 ) 等 于 在 有 限 迭 
代 序 列 中 找到 Lyapunov 指数 à & EE P GO. 从 变量 q 到 变量 人 
的 Legendre 变换 给 出 了 g(A ) 的 分 布 , 它 描述 了 长 度 n 的 时 间 序 
JG n GEOP Lyapunov 指数 的 涨 落 . 


85 多 重 分 形 的 热力 学 


建立 多 重 分 形 与 统计 热力 学 的 类 比 ,是 多 重 分 形 的 又 一 主题 ， 
多 重 分 形 理论 中 把 大 尺度 划分 成 许多 小 尺度 的 方法 , 同 热 力学 中 


把 系统 划分 成 许多 子 系 统 的 方法 相似 . 若 将 多 重 分 形 看 作 具 有 不 
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同 标 度 8 的 分 形 的 集合 ,SS, 则 (6. 7) 式 可 改写 成 


Aila) = apr 
将 它 看 作 一 种 配 分 函数 . 它 同 热力 学 中 的 配 分 函数 一 样 , 具 有 对 系 
统 的 各 个 微观 状态 求 和 的 含义 . 由 于 热力 学 中 所 有 的 物理 量 都 可 
以 由 配 分 函数 导出 ,因此 ,对 于 多 重 分 形 也 可 以 从 适当 定义 的 配 分 
天 数 ,由 此 引入 精 .自由 能 等 一 套 热 力学 语言 . 它 为 全 面 地 描述 和 
分 析 多 重 分 形 的 特征 提供 了 新 的 途径 . 

值得 注意 的 是 ,这 种 热力 学 描述 是 形式 上 的 , 它 主 要 揭示 形体 
的 几何 特征 . 

TOES S B mBREHUN 

T. Bohr 和 D. Rand É ESI Ada ii SC(a) ,TT.C.Halsey 等 从 
配 分 函数 工 SB T 45m S. 1988 ,M. Kohmoto 根据 统计 力学 
的 形式 类 比 CS A EADESLATT LUABIERBURT fÉ. 

考虑 一 个 多 重 分 形 系统 .假定 在 第 n 步 ,将 分 形 分 成 NGCn) 个 
小 球 ,每 个 小 球 又 可 分 成 更 小 的 球 . 在 第 a 十 1 步 时 ,有 Nn 十 了 有 个 
小 妹 , 它 们 构成 一 个 分 布 .第 n 步 , 直 径 为 8 的 小 球 的 对 数 分 布 为 

8 一 一 In3iyn (6.54) 
式 中 & 是 对 应 于 6 的 标 度 指数 .上 式 亦 可 写成 5; — exp C— ne). 24 
n 变 大 时 ,5.->0 但 & 取 非 零 有 限 值 , 这 里 s 具有 统计 热力 学 中 单 粒 
子 “ 能 量 ” 的 含义 ,把 标 度 指 数 在 区 间 [s,e 十 ds 之 内 的 小 球 数 记 为 
QCeyde, 对 应 热力 学 中 的 孩 耳 兹 曼 关 系 , 随 n 增 大 ,有 

0(e) 一 explnS(e)] (6.55) 
X P SORA Cgob I6) il eR. 43 7E 5 UT ELE ER C S CO XE. 为 
计算 S(e) ,引入 配 分 函数 


NO). NCn) 


LQ = 2 人 vexp( 一 pns) (6. 56) 


每 步 的 自由 能 定义 为 
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Fdo limzqo- li 2 exp C fne) (6. 57) 
将 Z(B) 写 成 积分 形式 

Z( 四 =| aceexp( 一 paede= f exp[n(S(e) —Be) ]de — (6.58) 
35 n 很 大 时 ,上 述 积分 由 SCe — Be 的 最 大 值 支配 ,使 其 达到 最 大 
的 es 的 期 望 值 记 为 Es, 因 此 有 

B=ds/de |, — Ee . (6. 59) 

F SE) — BEe (6. 60) 
AN, ARAA SCO TR E BRI FOD. RT. 由 FCB) 也 可 求 出 
SCe) 和 Ee, B 


Ee= —dF (8) /dB— Zisexp C —Bne) /Z (5) (6. 61) 
S(CEO —F(D—B EOL —B is CF» /p (6. 62) 
上 述 换算 实际 上 就 是 Legendre 变换 . 


从 自由 能 可 以 导出 许多 有 意义 的 参量 . 定义 及 EE FESR) 
一 0 时 的 8B 值 ， 称 作 自 由 能 的 零点 或 临界 值 . 易 知 ,让 一 Do, 而 小 
球 数 

Q(Ec), —exp(RnEc]— CE3), (^ 6.60) 
其 中 (CEe)。 是 B=R Bf Ee 的 值 .而 (E3)。 一 exp( 一 na(Es):)， D, 是 
集 的 分 维 . 5 — ROLL NRONOR CENE d 其 定义 是 ,对 充分 大 
的 n 


Ya Te seb eon E 6. 64) 
这 里 d 是 分 形 的 嵌入 空间 维 数 . 由 (6. 5608 
m—F(d) ^ >? (6. 65) 


£z E npn A8 ER SCORE EI B Been d F (8) 充分 刻画 了 分 形 的 
几何 性 质 . 
例 6. 3 三 分 康 托 集 ,F(B)==1n2 一 B 1n3.Jj pg 3X 
* 191* 


]n2 es 一 ljn3 
S(e)= 0 


HE e 
由 此 知 
D', 一 BR 一 ln2/in3 一 Da 
3 一 ln(273) 
上 面 讨 论 的 是 确定 性 分 形 , 下 面 将 其 扩充 到 更 一 般 的 情形 . 
二 . 多 重 分 形 测度 的 热力 学 形式 类 比 
假设 在 分 形 的 第 m 步 划 分 中 ,第 i 个 小 球 具有 测度 pi, 概率 分 
布 满足 
p;—5 (6. 66) 
且 仍 有 人 =exp( 一 nei), 因 此 必须 考虑 两 个 标 度 指数 的 分 布 , 标 度 
指数 位 于 [es,e 十 de] 和 [Fa,a 十 de] 内 的 小 妹 数 记 为 0(e,a)deda, 则 
对 充分 大 的 n, 有 


£(e,a) —-exp[ nQ(e,o) ] (6. 67) 
这 里 (e, ORA AER. S ERREA 

Iq,B) = Dpat = Zexp[ 一 aei(aq 十 站 ] (6. 68) 
广义 自由 能 定义 为 

GG, - Lara (6. 69) 


显然 ， 前 面 定义 的 ZCB) 和 下 (B) 是 这 里 q 一 0 的 特例 , 即 Z(B) 一 
T(0,D ,F(D-G(C,D. 由 天 ,的 定义 可 见 ,G(q,0) 一 (1 一 q)Kq 一 


将 F(q,P) 写 成 积分 形式 

r« B = [[expintQte 0) — (a-a--B€1)dade (6. 70) 
同样 积分 岂 指 数 的 最 大 值 支配 ,得 到 

Gla R) =Q Œe, Ea) — ((Ea)q+ BP)Ee (6.71) 


Es 和 Ea 给 出 了 QCe.0 — (aqd- De 的 最 大 值 . 由 此 得 
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IQR) 
raea | PLE (6.72) 
aQ (s.a) 加 
—3« p Ee (6.73) 


于 是 ,从 QG o 9E HB G(q,pB). 反 之 ,只 要 知道 GCq,B) ,就 可 求 


出 Ec, Ea 和 QCEc, Eo). B] 


Ec— —3 G(q.5/a (6. 74) 

(Ec) (Ea) —— —2 G(q*BD/82q (6. 75) 

Q(Ee, Ea) —G(q.) —43 G(q.[D/2q— 89G€Xq, 0/28. €6. 16) 

^ G(q, (90) —0 (6. 77) 
H 6. 69) 知 

IG.) 2up*8& "1 (6. 78) 


多 重 分 形 的 配 分 函数 还 可 写成 PT(qr,8) 一 之 /pe8f 


这 样 ,从 (6. 68) (6. 78). C6. 13) 1 C6. 17) 可 以 得 到 


Req = t(4) — (1—9)D(q) —f(a) —aq (6. 79) 
Br uf st BI h SE RT ELT DOA t. 


在 临界 值 B—8 HCG. 710, (6. 72081€6. 77), 计 算 可 得 


J Q(EO,, (E00 23 QC(Eo))/2s], — (Ec), (Ee), (6. 80) 


f(x), - 29 E89 a CIEGO (6. 81) 

SD. =a (6. 82) 

(Ea). = — df. (q) /dq (6. 83) 
将 上 述 各 式 与 (6. 132, (6. 17) 进 行 比 较 , 可 知 这 里 的 {a) 是 多 重 分 
形 的 奇异 谱 函 数 . 


从 上 述 讨论 可 以 看 到 ,广义 坑 函 数 和 广义 自由 能 函数 包含 着 


非常 丰富 的 信息 ,尤其 是 广义 自由 能 G(q,B) 共 有 热力 学 中 特征 函 
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数 的 作用 . 这 种 热力 学 形式 为 多 重 分 形 的 表征 提供 了 新 的 工具 . 
例 6. 4 对 于 尺寸 均匀 的 球 构成 的 配 分 , 即 为 常数 8 时 
Nd,DD 一 之 pe 一 FPCd0) 一 8 Ae 

而 广义 维 数 和 f(a) 谱 满足 
D= iim EO RA) (6. 84) 
Q(e,a) 一 expCnsf(a) ) 一 So 

当 pi 为 常数 , 即 假定 每 个 小 球 上 测度 相等 时 ,不 存在 pi 分 布 . 假定 

每 次 每 个 小 球 都 被 划分 成 相等 数目 的 新 球 , 即 N(n)==a*,a 为 一 

个 小 球 划分 成 更 小 的 小 球 数 自 , 则 
p=1/(N(n)=1/a° 

这 时 广义 自由 能 与 自由 能 有 关系 
G(q,B)-— —glna +F (8) (6. 85) 
从 上 式 和 (6.74) 可 得 

Ee=—2F(B)/9B l 

它 不 依赖 于 aq. 由 (6. 75) 和 (6.77) 得 到 
Ea 一 ina/Ee 

结合 (6. 71) 可 以 证 明 
Q(s,a) 王 SCe) 一 ef(a) 

这 里 考虑 了 关系 (Ea)(Ee) 一 Ina. 在 临界 点 B=B.(q), 由 (6. 85) 
glna — F (8) 

三 ,与 Lyapunov 指数 相关 联 的 热力 学 
在 第 四 章 , 我 们 讨论 了 递归 集 , 分 形 可 以 通过 递归 集 构造 . 同 

样 的 道理 ,一 个 多 重 分 形 也 可 以 通过 两 个 或 两 个 以 上 的 长 度 标 度 

递归 构造 . 在 一 个 混沌 映射 中 ,Lyapunov 指数 的 变更 产生 一 个 多 

标 度 的 分 形 . 下 面 讨 论 与 Lyapunov 指数 相关 的 热力 学 形式 体系 . 
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假设 在 分 形 的 第 n 次 划分 时 ,存在 尺寸 分 别 为 ,i 二 1,2,*… 
的 NCn) 个 单元 . 与 前 面 类 似 地 建立 配 分 靖 数 ZC(B) 和 F(8) 
ZP =exp nF (B= Xa h= 2 jexp (And) 


一 2 jexpC — nfi; (6. 86) 

这 里 ne 一 一 ln” 等同 于 一 个 自 旋 系统 的 能 量 ， 8 一 一 z 等 

同 于 逆 温度 . 车 每 一 次 划分 的 增长 率 为 :， 则 N GO — n X 

Na (n-F 1)/N (n) =p. Bl F (q) —qCOlnp, Æ 1E IL T. Gibbs 
磁 势 的 一 个 相应 的 热力 学 势 . 与 (6. 55) 相 对 应 ,一 给 定 初始 条 件 的 


f E XE TCRS RS | HC RT xg SC 

S—InN(Gn)/n , (6. 87) 
并 且 有 

S(EO =F) (E08 (6. 88) 


对 一 个 混沌 动力 系统 ,Lyapunov 指数 是 刻画 轨道 不 稳定 性 
特性 的 一 个 重要 参数 .对 于 任 一 混沌 映射 所 产生 的 分 划 {82)}， 
Sm -exp(C— nA) AE X 是 相应 于 一 个 混沌 映射 f 沿 初始 位 置 xi 
的 一 条 轨道 的 时 间 平 均 Lyapunov 指数 

À; —In |df^ C(x) /dt | /n (6. 89) 
这 样 , 配 分 函数 可 写作 


Z4) = 2 jexpC- nho = esc 一 pm | l^ «690 
与 (6. 860 比较 ,这 里 六 具有 一 个 “粒子 ”( 或 " 旋 ”) 能 级 的 作 
用 . 从 而 (6. 88) 可 以 改写 成 

SC)-FQUFEDR — 

式 中 EX 为 Lyapunov 指数 的 平均 值 . 这 也 相当 于 一 个 Legendre 
变换 . 在 单 标 度 情形 下 ,SCAJ)AX 王 DC) 就 是 集合 的 分 维 . 

一 个 一 维 的 混沌 映射 一 定 具 有 多 值 的 逆 映 射 , 这 是 理解 配 分 

函数 (6. 90) 式 的 关键 , 为 简单 起 见 ,我 们 考虑 一 个 具有 双 值 道 的 映 
. 195- 


df" Qu 


射 . 这 时 ， 从 任意 一 个 终 态 x, 一 f(x,-;) 开 始 作 逆 向 迭代 . 

xn-1 二 f71(x,) 具 有 两 个 值 ,x, ,一 f71(x,_1) 导 致 4 个 值 等 等 ,直到 
最 后 回 到 Nn)=2" 个 初始 条 件 {x:}. 从 这 2" 个 不 同 的 {x6} 出 发 ， 
正 向 迭代 时 虽 经 过 不 同 的 轨道 ,但 都 会 到 达 相 同 的 终 态 xz, 这 些 
不 同 的 轨道 相应 的 Lyapunov 指数 是 (6. 90 PRI A. 即 通过 正 反 两 
个 方向 的 迭代 将 导致 分 形 豚 引子 或 排斥 子 结构 (如 第 五 章 $4,36 
所 述 ). . 
上 述 热 力学 形式 可 用 来 刻画 一 个 产生 非 均匀 康 托 集 的 混沌 动 
力 系统 . 例如 ”反对 称 帐 茵 映射 

cod x<b/(a+b) 
b(1—x) x>b/(a+b) 

当 ab> (a-F b) ORE JLF A 88:35 (8B 18] 2653 77 [8] 3638. 当 ab 
=a +b 时 ,不 变 集 的 分 维 为 1. 直接 计算 可 知 ,f 的 不 变 集 是 一 个 双 
标 度 康 托 集 , 其 它 点 的 迭代 发 散 . 如 取 1/a<xo<1 一 1/b if, x >l, 


以 至 E8, 一 1/a,E8, 一 1/b, 这 样 不 变 集 必 位 于 闭 区 间 [0, 二 J 和 [1 


一 言 ,本 中 .第 二 次 迭代 时 ,不 趋 于 无 穷 的 点 必 位 于 4 个 闲 区 间 内 ， 
其 长 度 是 (Eh ):,E3.E3:,E3。E3 和 (E3:)2. 若 校 (6. 90) 定 义 配 分 
函数 ,使 FC(B)/B 是 Gibbs 磁 势 , 则 可 从 (6. 90) 导 出 一 个 单 自 旋 配 
Y PEUPLE HR OR 

Z-exp(— Blna)--expC—flnb) =a +b (6. 91) 
它 对 应 一 个 处 于 外 场 H— Tin (b/a) = (xx 一 %)/2 中 的 理想 顺 磁 
体 ,其 磁化 强度 

M —tanh CZ flnCb/a) 
由 此 可 见 , 双 标 度 Cantor 集 的 动力 学 等 价 于 一 个 具有 自 旋 态 


& = €; + Ina ffl e = e, -+ Inb H3 Zi 3H Ji ££ , 3x E e, — In (b /a) /2. 
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Ep, =exp(— Be) /z 是 发 现 系统 处 于 自 旋 能 6 的 概率 ,而 Lyapunov 
Sin s EA 就 是 平均 自 旋 能 Ee 
Eà = — pF (© — Ep Ina --Ep;lnb 
. HK Acla inms a= lnb=àsn — alb 
从 标准 的 热力 学 关系 
ECA] )=— FEX 
可 以 得 到 Lyapunov 指数 的 涨 落 
ECAM) =Ep, Ep; (na —1nb?? 
由 此 可 见 , 对 局 部 非 均 匀 标 度 a ib "^, Lyapunov 指数 的 变更 产 
一 个 非 均 匀 分 形 . 
gi C6. 9D aT EDR A88 
ES(P)=—Epln (Epi) — Ep;In(Ep;) 
它 描述 其 Lyapunov 指数 涨 落 一 士 E(AX) 的 自 旋 构 型 的 无 序 度 . 
为 了 更 好 地 理解 这 一 结果 ,我 们 可 建立 里 负 上 的 符号 动力 学 $ 


表示 T 的 迭代 次 数 ,m 表 示 使 |a =a 的 次 数 ， 则 n;—n-—njJ 


g =b 的 次 数 .字母 L 表示 3t =a 的 情形 ,R 表示 at —b 的 


情形 . 此 时 映射 f 93 CRT FI EP SE BEBE E 307) E Bo RR. 
对 n 一 oo0, 限 制 于 一 定 初始 条 件 的 动力 系统 产生 一 个 无 限 长 的 词 . 
如 LRRLLLR…， 而 不 同 的 初始 条 件 导致 不 同 的 词 . 因为 平均 自 
旋 能 EX 仅 依赖 于 渐 近 比率 n; /n; ,而 与 词 中 字母 顺序 无 关 . 因此， 
对 于 有 的 一 个 单 值 ,n 一 co 时 一 般 存 在 无 穷 多 个 对 EA 和 ES(B) 有 
贡献 的 词 ,每 个 词 都 等 效 于 一 个 一 维 自 旋 构 型 (L 是 “ 自 旋 向 上 ”， 
R 是 “ 自 旋 向 下 ?). 将 Lyapunov 指数 定义 为 在 所 有 相同 字符 (不 
考虑 次 序 ) 分 布 的 符号 序列 上 的 平均 ,此 时 精 ES(B) 反 映 了 由 此 而 
产生 的 不 同 格 点 构 型 的 “无 序 度 ”. 温度 BB 是 系统 的 控制 参量 , 它 选 
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出 具有 限定 字符 比率 的 格 点 梅 型 . 
， 对 于 非 均匀 概率 分 布 的 一 般 情形 ,从 (6.74) 可 以 进行 类 似 的 
处 理 ,并 可 得 到 f(a) 谱 与 热力 学 表述 SQ) 之 间 更 一 般 的 关系 
aO) —B--F CD /A— [ECSCEX)) -ECS' (EA) )8AJ/A 
fCeQ0) DO) —S0) /A 
此 处 8B=E(S Q), EÀ—-—F'(D, 8A—A—EÀ 
使 用 自由 能 等 其 的 其 它 定 义 , 亦 可 建立 相应 的 热力 学 ,并 且 在 
一 定 情形 下 ,可 以 证 明 它 们 是 等 价 的 ， 


$6 多重 分 形 在 热力 学 形式 上 的 相 变 


多 重 分 形 在 热力 学 形式 上 的 “ 相 变 ”, 是 目前 分 形 理论 研究 的 
“热点 "之 一 ,也 是 分 形 理论 应 用 中 迫切 需要 解决 的 问题 之 一 . 

分 形 热力 学 中 的 相 变 ,是 指 系统 发 展 到 一 定 程度 后 ,r(q) 和 
f(o) 等 主要 参量 不 再 收敛 此 时 对 应 于 一 个 临界 值 ,相当 于 热力 
学 中 的 临界 温度 . 相 变 研究 的 任务 之 一 就 是 求 出 这 这 临界 人 

—. 静态 相 变 和 动态 相 变 

静态 相 变 指 多 重 分 形 谱 DOM fa) 表 现 出 的 非 解析 性 行为 . 
JE Uh 0 ds 48 2E E AA Ka 和 g(A) 谱 的 非 解析 性 态 . 在 混沌 
动力 系统 中 ,这 两 类 相 变 可 同时 共存 . . 


7 - NS 
例 6. 5 一 维 连续 动力 系统 
Zia) 


这 里 £GO dé — 1 JB REGE PE ERR 
如 图 6.4 所 示 ， 


图 6.4 混沌 单 峰 喘 射 
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吸引 子 被 两 点 对 一 点 地 从 [0,1] 映 到 自身 .{(0) 一 f(1)=0 且 
f f£G0 — 1. x 把 吸引 子 分 在 两 个 区 域 EPI T RIP -[0, 
x) IP — [x.1]. 将 此 二 分 法 加 以 细 化 , 即 把 每 次 近代 的 像 作为 后 
继 的 前 像 . 第 n 次 产生 的 区 间 集 为 1 ,i 二 0,1,…,2" 一 1; 它 完全 
上 黎 盖 了 吸引 子 . 用 pn 表示 区 间 集 E? 的 自然 测度 , 即 吸 引子 上 
随机 选取 的 点 落 入 I" 的 概率 ,可 以 定义 配 分 函数 

Za (D= La) (6. 92) 
此 处 BE (一 ce ,十 c) 是 一 个 具有 “ 逆 温 度 ” 含 义 的 参数 , 当 n 充分 
大 时 ,定义 自由 能 密度 Fpp) 


BF, qo — — Liaz, qp (6. 93) 
HOR KG SD 
1, 1 o 
K()— — imn ? Li; "] q#1 


(6. 94) 
KD =—lim 4 Bp lop") — q-1 

从 上 述 三 式 可 求 得 F,(B) 与 KCq) 的 关系 

K(g)=qFp(q)/(q—1) ql 
34 n» Hd A8 pO) =e ERE A - — Lngd) 
为 动态 标 度 指数 ,动态 谱 g(A ) 是 有 相同 A 的 轨道 的 拓扑 入 
n—>oof} - 

BFu CB) = (B— DK,—8A (D —gCA (QD) (6. 95) 
式 中 入 (可 由 dg/dA|nww 二 B 求 出 , 它 意味 着 和 和 gCA) 可 分 别 
看 作 能 量 和 入 函数 . 此 时 多 重 分 形 谱 g(A ) 具 有 重要 热力 学 意义 


gCA)=S(Ce) hea i (6. 96) 
现在 应 用 上 述 一 般 理 论 来 分 析 定 义 于 (0,1) 区 间 上 的 临界 映 
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射 . 这 类 映射 以 原点 为 间断 点 ,f CO) — 1. 这 一 边缘 稳定 点 ,在 动力 
系统 中 存在 临界 慢 化 现象 . 一 个 特殊 例子 如 下 
fœ- jx Ar r> (6. 97) 
r 王 2 时 , 它 是 参数 为 1 的 分 段 抛物 映射 . 求 得 (6. 97) 的 不 变 概率 密 
度 为 
pr;X) = 一 TI(1 一 X) 一 ) (6. 98) 
它 在 x 二 1 处 有 一 个 r 阶 奇 点 ,可 以 求 得 
D(q)2min(q— l,rq)/(q—1) 
di rq. (q.—1/-r» 
=a (q—1) r<q. 
q 一 D(q7 曲 线 如 图 6. 5 所 示 ， 
它 在 4 二 q0 处 产生 相 变 ,这 
是 与 静态 特性 相 联 系 的 相 
"B. 另外 ,Katzen 和 Procac- 
cia 等 求 得 ,对 于 f(x) 二 4x(1 
一 x),xEL0,1] 的 不 变 测度 


p(x) 一 rifx(t 一 x)] "1f 3c 0 i 
在 如 下 相 变 有 6. 5 D(q) 谱 在 9q=q。 
处 的 非 解析 
1 q«q. (gq.=2) 
D(q)— (6.99) 
a lucu qq. 


f. Cz) —z/ 4-0. 2585 Julia 集 在 q 二 0 时 发 生 相 变 . 
现在 讨论 动态 套 相 变 . 记 
LG = ri n a 
pu K(q) —limL, CONES € KORE B SCOPE 
KG) — (GF DLa (q ~nl, (gq) 
对 混沌 单 峰 映 射 ( 如 图 6.4),Szepfalusy 等 人 运用 渐 近 分 析 广 


法 求 得 ,对 充分 大 的 n, 
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AKQ SKa lg SKA) n 


Ap 2-0, 41 BE EI (6.970, EX PB dS C 为 
[Gr-D/o-D r«3 
S 一 


li+r/2 r3 

所 以 K. (Q SK ODZe0. 另 一 方面 ,在 { 的 吸引 子 的 二 分 细 化 
中 , 设 Ix" 表 示 最 左边 的 区 间 , 由 于 之 [CI ) 了 仅 含 正 项 , 当 
q>1 时 ,只 保留 求 和 中 最 左边 区 间 的 贡献 , 则 得 到 L,(q) 的 上 界 

La OS "FLU yp q21 (6. 100) 
结合 会 上 述 两 方面 分 析 知 ， 所 以 当 qI- EE ,K (a) — 0. h T E IR P 
映射 在 临界 情形 仍 有 一 个 绝对 连续 的 测度 ,因此 Kolmogrov Jii K 
(1)>>0, 在 (6.97) 中 ,fr 二 2 时 ,Gyorgyi SAREKO =. 


Csordás 等 人 通过 渐 近 分 析 得 到 
a TAD TRON qzE0 
La (0) —In2 q=0 


式 中 A(q),B(q),3(q) 可 通过 数值 方法 从 Li(q)，…，,La(q) 求 出 ， 
结果 表明 , 当 aeE (一 co ,1] 时 ,K(q) 单 调 递减 且 是 连续 的 ,又 
K(D—1/2,q^ 11 ,K(q) —0. HE, KDE q.==1 处 不 连续 . 如 图 
6. 6 所 示 ( 见 下 页 ). 图 中 显示 了 (6. 97 P r— 28] K (D B. q 的 变 
化 规律 ,说 明了 比 指数 衰减 慢 的 炉 衰 减 过 程 . 

上 面 分析 说 明 ,K(q) 在 gq 二 1 时 有 一 相 变 . 当 8B 一 1-o 时 ， 
BF, (P~ (G— DK OD H Xt 821, Fa (0 — 0. 由 变换 式 (6. 95) 可 以 
看 到 A(B=1) 可 取 K(1) 和 0 之 间 任 何 值 ,此 时 gCA) 王 人 ,0 雪人 


SK.. 如 图 6. 7 所 示 ,曲线 g(A) 一 人 与 具有 一 阶 导数 的 单 峰 曲 线 
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相 联 结 ,在 和 人 = 多 (1) 处 发 生 相 变 . 用 热力 学 语言 叙述 , 即 在 B=1 
EF, ARE eMM KOORERO. 


ka IN 


t 
i 
` 
1 
1 
! 
1 
i 
i 
Li 


T3 ? så mE K AKA 
图 6.6 映射 (6. 97) 中 f=2 时 图 6.7 临界 映射 的 gC 入 ) 谱 
的 长 Cq) 谱 
上 述 例子 表明 ,在 混沌 动力 系统 中 ,静态 相 变 与 动态 相 变 可 以 
共存 .但 是 这 两 类 相 变 有 明显 差别 ,前 者 的 临界 值 q 依赖 参数 r， 
而 后 者 与 参数 r 无 关 ,总 是 发 生 在 B=1 处 . 
二 . 一 级 相 变 与 二 级 相 变 | 
在 以 前 各 节 中 ,我 们 实际 上 假定 了 对 qE (一 co, 十 cc) 配 分 画 
数 在 9-~0 时 ,有 标 度 律 之 Jp* 守 ACq)8%. 由 此 我 们 分 析 了 (6. 97) 
的 相 变 点 q. 二 1/(1 一 r). 相应 于 q>q 和 qa. 的 两 相 都 由 有 限 非 
€ DC(q) 值 刻画 ,这 类 相 变 可 称 作 二 级 (second 一 rank) 相 变 : 但 是 ， 
对 有 些 系 统 , 它 服从 其 它 类 型 的 非 短 律 标 度 形式 ,比如 


2p? BG) In1/D-*9 (6. 101) 


2 pi BG)C QD" ^ 6.102) 
这 里 1 是 标 度 ,B(q),CCq),8(q) 是 q 一 相关 常数 。 

车 (6. 101) 成 立 , 只 要 至 少 存在 一 个 盒子 ,其 上 的 概率 P,, 比 
任何 作为 盒子 尺度 函数 的 党 律 都 慢 地 衰减 到 0, 例 如 . 

p. >1/(n1/2)? 820 (6.103) 
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则 对 gq 之 1, 可 以 得 到 Dép BS — AER 
è Inlnl/I 
oD slim A Inp,/In1 /<lim A 


即 是 说 ， MRE Ab P EBSRORNUE ER UAE AR S q>1, 
D(q) 为 0, 其 配 分 函数 满足 标 度 律 (6. 101). 这 时 ,对 q77 1. fCo (0) 
—a(q)—0. ifiXf q—1,a0) —f(a COD DA) ] 2c l8] E CE for f. 
于 是 在 qd 一 1 处 的 相 变 给 出 一 条 直线 

f(a)=a «€ [0,D, | (6. 104) 
它 表明 只 有 小 于 1 的 a 值 才 对 f(a) 的 保留 部 分 有 贡献 . 

相似 地 ,车 至 少 存在 一 个 盒子 ,其 上 概率 测度 Pi 比 任何 虹 律 
都 快 地 衰减 到 零 , 则 对 gq 二 0, 配 分 函数 由 这 些 反常 快 衰减 的 盒子 
概率 所 支配 . 如 存在 一 个 盒子 ,其 概率 

p< ""  C»1 8»0 (6. 105) 
则 可 对 gq 过 0 估计 D(C(q) 的 下 界 


—q lnC 
D) Z-limz 3 Inp//Inl /12-Aim 3 —. — nsi Pin (6. 106) 


这 时 ， (GO BED RAE AE SUE. hF fGosa, B3 qc 11] irf 

&(q)ZzD(q) (6. 107) 
将 此 式 与 (6. 106) 比 较 得 

co-D(a)zxia(q) q«0 
这 表明 负 q 值 对 f(a) 无 贡献 ,f(a) 谱 仅 包含 单调 增加 的 那 一 部 分 . 
在 (6. 105) 的 情形 , 配 分 标 度 由 (6. 102) 决 定 . 通常 (6. 101) 与 (6. 
102) 两 种 反常 标 度 形式 只 限于 q€ [一 co,coej] 的 一 个 子 集 ,它们 反 
映 了 反常 相 . 在 这 些 相 中 D(q) 取 0 或 co. 当 趋 近 这 些 相 的 边界 点 a. 
时 发 生 相 变 . 与 前 述 二 级 相 变 对 照 , 这 类 相 变 称 作 一 级 (first 一 
rank ) 相 变 . 

例 6. 6 考虑 一 维 映射 
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1inx 一 In(1l 一 x)| 


{ (x) exp | 
(6. 108) 
的 迭代 产生 的 混沌 动力 系统 . 它 在 支 集 [0,1] 上 具有 不 变 测度 
u(x)=1/(1—lnx) x€ [0,1] (6. 109) 
反常 标 度 出 现在 最 左边 的 盒子 中 ,这 里 
P,— 1/1n1// 1-0 (6. 110) 


它 对 应 (6.103) 中 3 一 1 的 情形 ,直接 计算 可 知 ,q 一 1 时 产生 一 级 相 
变 , 事实 上 
p q>1 
Díq)= 
| 1 q«1 
由 Legendre 变换 得 出 f(a) 谱 
f(a) —a a€[0,1] 
在 Dkq) 中 的 正常 相 和 反常 相 , 即 对 应 q<1 和 q7 L8] TRUE: 23 91 
致 f(a) 的 不 同 值 
f(a(q))=a(l =i 2-1 
277997710 gol 
即 从 o— 08 a=1 之 间 的 线段 来 自 q. 一 1 处 的 一 级 相 变 . 
例 6.7 考虑 一 维 映 射 


Ex) 一 一 一 一 一 一 CTS (6. 111) 
1 一 In 人 1 一 |e !^—e D 
的 动力 系统 . 它 在 支 集 [0,xj 上 具有 不 变 测度 
goo er x€[0,1] (6. 112) 
反常 标 度 也 出 现在 最 左边 的 盒子 中 
pr=e!™/ (6. 1135 
经 计算 可 知 
q<0 
D(q)— 
1 q>0 
fCa) 谱 也 有 相应 奇异 行为 
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f(a«)=1 a€ [1,00) 

由 于 当 q<0 时 ,akq) 一 co, 因 此 负 d 值 对 fo) 无 贡献 .由 上 可 知 ， 
正常 相 导 出 fal) —a(q770) —1. 从 a=1 到 = co 的 水 平 线 
来 自 aq. 04b D(q) 的 一 级 相 变 ， 

前 面 ,讨论 的 相 变 ,其 动力 系统 的 不 变 测度 只 涉及 单个 盒子 . 
现在 考虑 测度 涉及 一 个 盒子 序列 的 动力 系统 . 它 往往 与 系统 的 时 
间 演 化 有 关 . 设 {x.|1,2,…,n) 是 信号 x 的 一 个 时 间 序列 ,把 它 的 
相 空间 划分 成 m 个 盒子 ,编号 为 0,1,…,m 一 1. 我 们 只 考虑 被 轨 
道 访问 的 盒子 , 符号 序列 O= Gii) G01, sm- l;j= 
1,2,…,n) 给 出 了 轨道 的 特征 .其 中 i 是 被 访问 的 盒子 ,i ,… ,i, 是 
时 间 抽 样子 序列 . 若 混沌 吸引 子 上 存在 一 个 稳定 分 布 , 则 序列 On 
构成 一 个 平稳 过 程 .p(D,) 表 示 一 给 定 序列 出 现 的 概率 , 它 可 从 不 
变 分 布 求 出 . 当 系 统 从 一 种 状态 转变 到 新 的 状态 时 ,符号 序列 的 概 
率 可 表 成 


mm 一 1 


p, DLE 4 PCi »t** doli? 
这 类 系统 的 动态 可 在 Farmer 定义 的 所 谓 历史 空间 (history 
space) 中 讨论 ， 

定义 a 阶 信息 量 


MEL MN qx 
q 4 


LO»-—»»O20lhnp(0)  q=1 
9, 
fu P7 SCR RT ER 
K (q) — iml, (q)/n= lim[T, (q)/nInm ]lnm 
在 动态 相 变 的 分 析 中 ,我 们 假定 K(q) 非 零 有 限 , 它 等 价 于 对 


于 充分 大 的 n, 配 分 函数 具有 标 度 性 质 
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之 [PG iD J ~ A GUN GO | (6.114) 


"m 式 中 9 一 相关 量 X(q)? 满 足 : 当 q<1 时 ， 1-4) «c; q 
>1 时 ,0<AN(q)<1. 对 某 些 混沌 动力 系统 ,与 静态 相 变 类 似 , 这 种 
标 度假 定 并 不 能 在 a 的 整个 区 域内 成 立 . 一 般 , 也 有 两 种 反常 标 
度 . 假定 至 少 存在 一 个 符号 序列 G,, 其 概率 测度 有 慢 于 指数 的 衰 
减 , 而 


p(CG ) 之 An (6. 115) 
其 中 A>0,s>0， q 之 1 时 ,K(q) 有 一 "i 
K() &lim17- tiio, Slim g qx nA- sln n)—0 


Es 

因此 ,对 q>1, KOO. 由 于 系统 是 混 油 的 ， & KOO0. Bl 
K(q) 有 单调 碱 性 质 ,由 此 知 ,q. 一 1 时 ,KCq) 发 生 相 变 . Kaufman 等 
人 发 现 ,参数 oc 二 3.929,p 二 16. 49,7 二 1.032 的 洛 伦 兹 系统 (第 五 章 
$ 4) 也 有 这 类 相 变 . 

类 似 地 , 若 至 少 存在 一 个 符号 序列 名 ,其 概率 测度 p ČER 
比 指数 型 还 快 ,例如 

pO DSB | (6. 116) 
RP BP1c»1 , 当 q<0 时 , 配 分 和 中 只 保留 序列 名 。 的 一 项 ,得 
到 FORT 

K(pZlim1— 


pip ð, )2lim- S T InB— c ` 《6.117) 


Hth K Llamm 为 划分 单元 数目 而 对 q2-0,K GO AUR 
限 正 值 . 这 样 ,在 a=0 处 ,出 现 了 一 个 唉 向 无 穷 大 的 相 变 , 历史 空 
间 中 这 两 种 在 KCq) 谱 中 显示 出 零 值 和 无 穷 大 的 相 变 也 称 为 一 级 
TRAE. | 
三 . AE RATS S GE ORC HC 9 dtm 
对 于 一 个 多 重 分 形 分 布 ,可 从 长 度 标 度 和 测度 的 单 峰 函数 
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f(x),g(y) 出 发 引出 双 变 量 和 迭代 函数 系统 (第 五 章 $ 9). 将 这 一 
程 的 最 大 特征 值 和 Gibbs R H REER, Fih E A Lya- 
punov 指数 ,可 建立 相 变 研究 的 一 个 新 方法 . 

前 面 我 们 已 说 明 , 单 峰 消 数 f(x) 的 不 变 集 是 类 康 托 集 ,这 一 
分 形 的 自由 能 可 用 特征 问题 作 更 深入 的 研究 . 考虑 下 述 广义 
Frobenius 一 Perron 方程 


f. 1 
XQ, 60— Ie (6.118 


Rp e—0. 13 ER EE 9 PELA Jic. 从 任 -一 正 的 初始 光滑 函 
数 QuCx) 开 始 迭 代 , 当 n->cc 时 ,对 每 一 B 存在 唯一 的 Xp) , 称 作 最 
大 特征 值 , 使 送 代 收敛 于 有 限 的 极限 函数 Q(x). Q(x) 称 为 XB) 对 
应 的 特征 函数 . 可 以 证 明 

A(B)=exp(—BF(B)) , (6.119) 
即 自 由 能 可 以 从 特征 舍得 到 . 

上 节 的 讨论 说 明 ， Gibbs 磁 势 G(B,q) 可 从 配 分 函数 得 到 ， 

实际 上 ， 它 也 容易 与 特征 值 的 形式 类 比 结合 起 来 . SEDE RR 

f(x) 产 生 的 分 形 支 集 . 在 (0,1) 上 取 另 一 函数 g(y) ,如 图 6. 8. 与 
例 6. 5 同样 的 方法 ,可 定义 一 个 区 间 集 . 在 第 n 步 ,将 这 些 区 间 的 尺 
度 看 作 同 一 步 f(x) 的 长 度 标 度 的 测度 ,f 和 &g 分 别称 为 长 度 标 度 
映射 和 测度 映射. 为 使 {和 a 建立 一 一 对 应 ,两 集 采 用 相同 符号 编 
码 ,考虑 到 测度 归 一 化 , 取 g 为 闭 映 射 . g. 的 支 集 为 不 变 集 且 支 集 
的 前 象 覆 盖 整 个 (0,1) 区 间 . 从 而 归 一 化 自动 保持 . 这 一 迭代 方案 
可 以 表示 成 双 变 量 Frobenius 一 Perron 方程 


QE ,ge Cy)) 
BQ) 


(6. 120) 
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图 6.8 函数 g(y) 

最 大 特征 值 MB,q) 的 定义 同 X(B) 一 样 . 迭代 从 任 一 光滑 正 逊 
” 数 Q,Cxsy) 开 始 ,存在 唯一 的 XC(B,q) iE n9 col X Loc OCT 23 
BR QG, y) H 

A(B,q)=exp(—B G(B,q)) (6. 121) 
上 式 提供 了 计算 Gibbs 磁 势 的 另 一 有 力 方 法 . 因为 函数 g(x) 的 选 
择 是 任意 的 ,因此 可 以 研究 整个 分 布 族 . 例如 一 个 分 段 线性 函数 
gx) 产生 一 个 乘法 测度 (这 在 物理 学 中 是 相当 普通 的 ). 在 相同 支 
集 上 更 复杂 的 测度 映射 对 应 于 更 一 般 的 分 布 . 但 是 我 们 的 目的 不 
是 讨论 g 的 选择 ,而 是 要 建立 多 重 分 形 测度 的 分 类 并 特别 感 兴趣 
于 相 变 . 

从 动力 系统 的 观点 看 ,由 映射 (x) 定 义 的 自然 不 变 测度 ( 见 
$ 6) 是 特别 重要 的 ,而 且 可 以 找到 与 其 对 应 的 gCy). 尤其 对 (6. 
120) 的 深入 讨论 ,为 混沌 豚 引子 维 数 相 变 机 制 的 研究 , 带 来 了 新 的 
e | UI 

假设 (6. 120) 是 双 曲 性 的 , 即 对 充分 大 的 n EA PUR gh 是 扩 
KEHE fig 的 不 变 集中 所 有 点 有 有 限 斜 率 , 这 蕴含 着 测度 映射 在 
Xf 1— (0,1) 上 必须 有 局 部 线性 最 大 值 . 
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由 fg 的 定义 ,在 第 n P, KERRE LOMME pi 分 别 为 

LP=f Ad) p^ -—g "(D (6.122) 
i—1,2,-2^, 4 恰恰 是 使 各 单调 的 那些 区 间 . 双 曲 性 意味 着 ， 
在 这 些 区 间 上 没有 折 争 或 分 歧 点 . 台 的 图 像 在 每 一 这 样 的 小 段 上 
可 以 用 斜率 为 媚 (<xi>) 的 直线 来 盘 近 ,其 中 <x > 可 以 是 区 间 
内 任 一 点 . 因为 在 第 n 步 ,区 间 被 映 到 I 上 ,因此 4 可 渐 近 表示 为 


40 —1/]|f" xi) (6.123) 
, 类 似 地 , 若 RU 06 , l 
pi™~1/|g" Cy) 《6. 124) 


<y> EKHE g; DKEA. 
对 (6. 1200 fE n 次 迭代 ,并 将 Qu.(x,y) 与 初始 函数 联系 起 来 ， 
RUPEE EXIT 


2 

iQ D RECS (6.125) 
AP x M y, E x Hy 的 第 n BIA, ERARA SA ERE. id 

F.-f.!, G,—g.! (6.126) 
约定 e— ORAE £X g 增加 的 分 支 ,这 样 

xi —F, o F. o ss. o F, (x) 

yi=Gu * G, °° G(x) (6.127) 
EEE e; 取 值 0 或 1. 


由 于 X(B,q) 通 过 有 穷 极限 函数 QCx,y) 的 存在 性 来 确定 ,所 
以 对 大 n, 可 将 (6. 125) 改 写成 


2 
n — Qo (Xy) | 
入 (B,q)= 各; f" (xj) | lg" (y) ja Qíx,y) (6. 128) 


取 初 始 函数 为 恒 等 映 射 , 则 当 . 
Za (Bsq xy) ~à Bq) (6.129) 
时 ,XB,q7 可 用 配 分 和 表示 为 
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2? 
Z @a = 221 |I GO Plat Go (6. 130) 


把 6. 123) 5 (6. 124) 与 上 式 比 较 知 

Z,.CB,q)~2Z.(B,q,x,y) (6. 131) 
此 式 说 明 , 可 通过 配 分 和 在 数值 上 推断 Frobenius 一 Perron 方程 
的 最 大 特征 值 X(8,q) ,在 双 曲 和 非 双 曲 两 种 情形 ,都 依赖 于 配 分 
和 (6.130). 将 (6.129) 改 写成 

nA CB, 30 —1InZ, C8, q x y) —1nZ, (8B,qy xy) (6. 132) 
对 充分 大 的 n, 上 式 不 依赖 于 x,y ,表明 它 们 位 于 支 集 I 内 . 建立 完 
全 二 进 树 算法 , 配 分 和 (C6.130) 的 计算 是 容易 的 . 且 由 (6. 128) ,可 

QG.y)2A7 (,40Z, (qx y) (6. 133) 

通过 (6. 120) 的 奇异 性 可 分 析 相 变 . 设 QuGGy0 1, 88 XS 
FUE x,y 一 1 的 奇异 性 表示 为 
Q G-1,y-1)—(0—x)5,9(1—y)7^ (6. 134) 
式 中 

a= a-zo. 2.) — 0. —1-Jq (^s (6.185) 
mom RR { 和 g 的 最 大 值 的 阶 ,Q 将 在 单位 正方 形 上 保持 
光滑 .下 一 次 迭代 ,在 xy=1 附 近 ,奇异 性 不 变 , 可 以 得 到 


_A Bx-^^y-*, 
ABDIKI <D =t PA . (6. 136) 


这 里 as bim fog 在 x 一 0 的 斜率 ,at,b: 表 示 f,g TE x 一 1 的 斜率 ， 
A,B 为 常数 . 若 mc 为 正 , 则 第 二 项 处 于 支配 地 位 ,在 原点 附近 与 
点 (1,1) 附 近 有 相同 的 奇异 性 ,以 后 的 近代 也 是 一 样 - 但 是 , 若 o 
0 或 m<0, 令 x~~0( 或 y~0), 则 知道 第 一 项 处 于 支配 地 位 . 结果 
Q:Cx) 在 x=0( 或 y>=0? 有 一 个 有 限 值 . 这 一 性 质 在 进一步 的 迭代 
中 可 能 不 变 , 因 此 
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和 Xo(B,q) 王 exp( 一 8Go(CB,q)) 一 arptbi3 (6. 137) 
是 一 个 可 能 的 特征 值 , 且 对 mi,m; 宇 1 的 映射 ,这 个 特征 值 仅 对 
B«oQh f 是 非 双 曲 的 ) 或 对 gq 二 0C 当 g 是 非 双 曲 的 ) 存 在 . 

上 述 讨论 说 明 , 当 初始 函数 在 x 二 0,1l 是 a 奇异 ,在 y 二 0,1 是 
oz 奇异 时 ,例如 

Q,G;y)—-[x(1—32] ^?[y (1—50] 9 (6. 138) 
则 在 第 n 次 适 代 也 将 具有 相同 的 奇异 性 ,特征 值 A,(B,q) 不 出 现 ， 
T TEIE à (Bog) mexpC— BG, BRE T KAHE 

对 于 光滑 初始 函数 Qo(Cx,y) ,在 8B 和 q 的 一 定 取 值 范围 内 ， 
Q,(x,y2 56. 138) 有 相间 奇异 性 . EE ACB q) =A (Bsq). E 
)Xo(B,q) 在 数量 上 超过 a Go HERRE RR. 于 是 ,最 
大 特征 值 等 于 max (A. (Bg) M (Ba) ,因此 

BG (B,q) =min(BGo(B,q) +PG: Q2) (6. 139) 
在 分 支 的 交点 ,Gibbs 288 I b LL — HIER RE E HORT a 
853 — ^r s FE xd BE RCq) 处 ,定义 为 GR (Q0 9) —Gi (CD qp. 
因为 G 的 一 阶 导数 不 连续 ， 所 以 它 对 应 于 一 阶 变 化 . 在 入 (B,q) 一 
NB,a) 的 范围 内 ,Gibbs ST AREEN 

BG (B,q) —BG«(B a) —8lna, --glnb, (6. 140) 
这 是 由 于 该 分 布 单独 地 来 自 原点 附近 的 点 . 长 度 标 度 或 测度 映射 
的 非 双 曲 性 是 导致 这 一 特征 前 充分 条 件 . 《6. 140) 成 立 的 区 域 称 为 
压缩 相 (condensed). 对 其 余 情况 , 非 线 性 局 部 最 大 值 的 出 现 不 起 
本 质 作 用 , 称 作 双 曲 相 . G:( 在 压缩 相 中 不 同 于 G) 可 看 作 双 曲 
Gibbs 势 ( 不 包含 原点 的 贡献 ). 

图 6. 9 给 出 了 整体 Gibbs 势 的 结果 . 这 里 f=4. 5x(1 一 x) 而 
g 一 4y(1 一 y).f 的 分 形 支 集 是 双 则 的 而 测度 上 映 射 g P EOD BERT. 
图 中 虚线 表示 临界 线 ,q 取 负 值 时 出 现 相 变 . 

。Z11。 


BG ih.a) 


'4 0 1401 2 90 2 1 0 
图 6.9 Gibbs 势 


Æ (8. 8G (B，9)) 平面 上 和 定义 一 条 联系 相 变 点 的 临界 线 
EPER). ER His Lyapunov 指数 谱 中 是 否 存 在 奇异 性 ， 
依赖 于 临界 线 的 位 置 ， 若 临界 线 与 B 轴 相交 ， 则 存在 一 个 临界 值 
qo WG (B, a) 和 Gi(B，q.) 为 零 时 的 贡献 相等 ， 这 时 ，q 关 
q: B D (q) 值 可 以 从 不 同 分 支 求 得 , 因而 D' (q) Eq 处 不 连续 . 
RER (q.) = (1 一 q.) D Q). 因为 Go 已 知 , 因此 在 压缩 相 , D 
M ARREN 

D(q) — S lnb, /Ina, (6. 141) 
这 一 结果 具有 普遍 性 ,因为 它 仅 涉及 长 度 标 度 和 测度 映射 的 斜率 ， 
并 给 出 了 为 什么 q/(q 一 1) 依 赖 性 在 具有 相 变 的 维 数 谱 中 如 此 普 
遍 的 一 般 性 解释 : 图 6. 9 中 压缩 相 在 q 的 负 值 区 显示 出 来 ,关系 式 
(6. 141) 在 qq. — — 2. 742 成 立 . 双 曲 相 的 维 数 可 由 Gibbs 势 与 水 
平 轴 的 交 来 决定 ,如 图 6. 10(b). 

若 虱 界 线 与 垂直 轴 交 于 某 q., 用 同样 方式 可 得 到 具有 不 连续 
LC E TERCIO 10(a). 压缩 相 中 粹 谱 

K(q)= sinb, (6. 142) 


它 只 依赖 于 测度 映射 的 斜率 . 图 6. 9 的 例 中 q: 二 一 1, 且 当 aSa 
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- b 双 曲 相 中 维 数 的 确定 ,qe 是 相 变 临界 点 
图 6. 10 
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时 ,(6. 142) 成 立 . 
焙 谱 总 是 与 测度 映射 g 的 自由 能 Fu(q) 联 系 在 一 起 的 . 从 双 
变量 Frobenius 一 Perron 方程 可 以 导出 


KG). SF) (6.143) 
因此 仅 当 Fe(q) 存 在 相 变 时 , 精 谱 才 出 现 相 变 . 图 6. 9 中 ,g 是 Lo- 
gistic 抛物 线 ,F,(B) 在 B= 一 1 时 有 相 变 .而 

BF,(D —(8—DIn2 (B>—1) (6. 144) 
TÆR AED LETT] 

K (q) —1n2 (q>—1) 

若 临界 直线 在 某 一 R (1) 交 Gibbs 势 曲 线 于 q=1,Lyapunov 
谱 在 q= 一 RCL) 时 有 不 同 的 左 . 右 导数 ,在 压缩 相 得 

À, =lna;,—lnb,/q (6. 145) 
在 图 6. 9 中 对 q 的 正 值 没 有 相 变 , 故 Lyapunov 谱 是 光滑 的 . 选取 
与 (6. 138) 有 相同 奇异 性 的 初始 函数 ,从 (6.125) 知 道 , 对 大 nn 


2 
1 Qo xi, yi) 
Ink BD ~ re oT (6. 146) 


Zr Go yy) 恰恰 是 最 接近 原点 的 某 一 (xy) 的 前 象 , 则 仅 保 留 和 式 
中 i=1 的 项 可 作出 (8B,q) 的 下 界 
Q,(x, yi 


1 
,9q) 之 一 in Tr 

Inh BDS Ter IT Hes (6 157) 

对 大 n,;. xi7-ai ^ yi 一 bi", 原 点 邻近 
n Q,(x,y)ox 0 mph - lm, 

从 而 

Lo Q0; (xui) —nR/m,L 一 aq/m 

[Fe le Cy Tr a 1b, 2 | (6.148) 
由 此 可 得 

BG asc na, + Lnb, (6. 149) 
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此 上 界 对 任意 B,q 和 双 曲 ,. 非 双 曲 两 种 情形 都 成 立 . 

假定 g 在 y=0 有 极 不 稳定 的 不 动 点 , 即 Inb; — oo, R i—1 
的 项 权重 极 小 ,其 衰减 快 于 指数 n 衰减 . (6. DAREA q 
值 ,BGCB,q) 二 一 品 , 在 q 二 0- 处 发 生 一 个 相 变 . 

作为 推论 , 维 数 和 炳 谱 仅 对 非 负 a 是 良 定 的 , 即 

D(q) —K(q)—oo q«0 

最 近 关于 生长 现象 的 研究 为 DLA 集团 中 Renyi 维 数 的 相 恋 
提供 了 佐证 . 在 负 g ,有 限 维 数 不 存在 ,这 是 完全 屏蔽 效应 的 结果 . 


7 混 注 动力 系统 自然 测度 中 的 相 变 


本 节 我 们 讨论 一 维 混沌 映射 的 吸引 子 和 非 双 曲 排 斥 子 的 自然 
测度 产生 的 多 重 分 形 谱 的 相 变 . 设 吸引 子 或 排斥 子 由 一 些 盒子 完 
全 覆盖 . 如 例 6. 5 所 述 , 定 义 于 一 盒子 上 的 自然 测度 , 指 吸引 子 或 排 
斥 子 上 随机 选取 的 一 点 落 入 该 金子 的 概率 . 

一 . 混沌 吸引 子 

人 们 早 就 知道 一 维 非 双 曲 映射 的 维 于 谱 关 于 自然 测度 产生 相 
变 . 因为 维 数 谱 只 包含 了 几何 信息 ,所 以 在 相同 系统 的 自由 能 中 发 
现 的 相 变 完全 不 同 . 现在 我 们 将 这 些 相 变 联系 起 来 ,且说 明 维 数 的 
非 解析 特征 来 自 G(B,q) 在 o, 的 相 变 . 它 和 自由 能 中 的 相 变 是 同 
类 型 的 。 o | 

首先 考虑 函数 g 产生 的 自然 测度 . 对 某 些 非 双 曲 映射 ELRTDL 


通过 共 气 和 双 曲 映射 联系 起 来 ， 产生 的 双 曲 映射 了 也 定义 在 
1 二 (0,1) 上 ,其 自然 测度 有 常数 密度 . Y. .1D) 产 生 的 长 度 标 度 


恰恰 是 关于 {的 支 集 的 第 n 次 前 像 所 得 区 间 的 测度 ， 即 了 就 是 测 
度 上 映射 g 
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T G0-HQOL! G0) (6.150) 


BOBJESUR EH BERN EGOBTIOE GER p(x) 的 积分 
HCx) =| ec)ds 


为 讨论 压缩 相 的 Gibbs 势 ,只 须 确定 测度 映射 { 在 原 点 周围 的 
斜率 c. 不 变 密度 是 原来 的 Frobenius 一 Perron 方 程 (6. 120) 中 
及 1,q=0 的 稳定 解 , 上 节 的 讨论 已 说 明 { 在 原点 邻近 的 m 一 阶 最 
大 值 p(x) ~x ta, FEH (GO — (x/60" c CC. E 2A 
(6. 150) 得 到 f{ 一 cymx,x->0,c 是 f 在 原点 的 斜率 . 在 (6. 140) 中 , 取 
b= T =c" ,对 非 双 曲 映射 的 自然 测度 ,在 压缩 相 中 可 求 得 

BG.(B,q) = (B--q/mDlne — (6.151) 

在 双 曲 相 中 ,Gibbs HARE, TEUA T LR Rx 0, 18931 
献 在 双 曲 相 中 可 以 忽略 , 且 最 大 特征 信 XB,q) 5 C6. 138 的 初始 
汞 数 特征 值 相同 ,XA(B,q) 二 A,(B,q). 因为 测度 只 在 支 集 的 两 个 端 
点 具有 奇异 性 ,而 在 0,1 的 一 个 小 邻 域外 的 所 有 盒子 中 都 是 光滑 密 
度 , 故 这 种 盒子 的 测度 正比 于 长 度 . 在 双 变 量 Frobenius — Perron 
方程 中 令 x= y (6. 125) 可 改写 成 

ORE PY |f (x) [ee (6.152) 


ERÈ 表示 受 限 和 , 即 不 包含 0 或 1 的 一 个 充分 小 ,但 与 5 EER 
域 的 贡献 . 右 端 恰 是 一 BF,(B). 这 里 Fi(B) 是 刻 划 长 度 标 度 分 布 
的 双 曲 自由 能 函数 (忽略 极 太 盒子 ). 在 双 曲 相 中 , C P 
exp( 一 BG(B,q)) ,可 求 得 | 

BG. (Brg) —sF, (s) hepta (6: 153) 
这 表明 , 势 中 q 一 常数 的 曲线 ,可 以 简单 地 通过 沿 BAZ BF, (0 
的 图 而 得 到 . 特别 对 Logistic 映射 {C(x) =4x(1 一 x) 8G, Q3) = 
Q--q— DIn2. 从 (6. 151) 可 以 发 现 , 临 界 直线 平行 于 铝 直 轴 上 且 过 
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B——1. 

_ 在 D(q) 谱 中 ， dM FEE. JA Gi Ba) qo — OR 8. 因为 
吸引 子 总 是 分 维 等 于 1 的 区 间 , 所 以 F,(1) 一 0. 考虑 q. 的 两 个 分 支 
GJHIG,.H[íf&D(q)—1,q,.—m/(m—1). 从 (6.141)， WE 
D(q)—q/m(q—1). | 

与 D(q) 谱 比较 ,Lyapunov 指数 的 临界 点 似乎 依赖 于 映射 的 
细节 . TRARRE PREME, 说 明 这 一 特殊 谱 在 一 类 广 
泛 的 变换 下 是 不 变 的 . | 
”二 .混沌 排斥 子 

由 于 映射 的 最 大 值 产生 的 瞬 变 混沌 位 于 其 支 集 之 外 ,因此 混 
沌 排 太子 通常 是 双 曲 型 的 . 为 了 便于 研究 ,考虑 一 般 情形 特征 值 的 
形式 类 比 . 设 测度 映射 g 是 开 映 射 ,根据 (6.122) ,g 产生 的 区 间 长 
度 不 是 归 一 的 .为 定义 测度 ,推广 (6. 122) 为 

pi? —g^ o m[2igr "d ) 4 /———— (6.150 
根据 测度 映射 在 6 1 的 自由 能 ， S 

pi ~eg "(D - (6. 155) 
这 里 v=F (1) 是 一 个 正 数 . 将 (6. 121) 用 下 式 代替 | 

A(Q,q)—expLC-BGQ pn] . | (8. 156) 
这 表明 将 Gibbs 势 与 双 变 量 Frobenius 一 Perron 方程 的 最 大 特征 
值 XB,q) 比 较 时 ,要 考虑 一 个 平凡 因子 . 

排斥 子 的 不 变 密 度 是 Frobenius 一 Perron 方 程 (6. 118) Æ 
B=1 时 的 特征 函数 . REA CD —exp(—5,8—FODJE IR XE , 
刻画 f 的 不 变 集 的 排斥 强度 . 从 前 述 分 析 知 ,pCx) 在 x 二 0,1 有 


指数 (一 1 十 二 ) 的 竺 律 特征 ， 于 是 极 大 盒子 的 测度 正比 于 尺度 的 


l/m HF. 在 其 它 盒 子 中 ， 测度 正比 于 长度 BOR T S RERO 
ce, 归 一 化 条 伴 可 写 为 
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1— pV D [eta 241] (6. 167) 
式 中 a 是 常数 ,括号 中 第 二 项 表示 限制 和 , 它 正比 于 exp( 一 6X') 且 
支配 第 一 项 . MERC. 149) 可 推 知 , 对 q 二 0,B 二 1 有 3 委 lnc/m. 因 
此 重 正 化 因子 是 D —expón. 与 (6.155) 比 较 可 知 ,对 非 双 曲 排斥 
子 ,(6.156) 成 立 , 且 v 是 排斥 子 的 逃逸 率 . | 

第 一 盒子 标 度 为 c-"" 的 测度 性 质 意味 着 测度 映射 在 原点 的 
斜率 =cy”". 于 是 在 压缩 相 中 ,从 (6. 137) 得 


a (Bsq) =e v^ (6. 158) 
对 Gibbs 势 由 (6. 156) 求 得 
pBGo(CB,q)7 一 (8 十 q/m)lnc 一 èq (6. 159) 


在 双 曲 相 ， 仍 由 于 中 间 盒子 的 测度 正比 于 长 度 而 导出 
(6. 152). 在 此 相 中 ,X(B,q) 二 入 (B,q) ,从 (6.156) 有 

BG(B,q) 一 SF(s)|. ss 一 5q MEME (6. 160) 

对 f 的 Frobenius 一 Perron 方程 ， 通过 奇异 性 分 析 , 仍 说 明 
自由 能 中 不 存在 相 变 . 值得 注意 的 是 ， 在 (6.160) 中 , 令 B->0， 
q 一 1 的 极限 情形 ， WEH K, 可 用 Lyapunov 指数 和 逃逸 率 8 表 
为 必 , 一 < 二 一 ,但 这 个 关系 只 对 排斥 子 的 自然 测度 成 立 . 

维 数 谱 的 a. 值 可 按 如 下 步骤 求 得 . 由 于 Go 和 G, 的 分 支 恰 在 B 
轴 上 相交 ,于 是 得 


[B.Cqe) 4-q./m nc=sF Cs) [szg +o. (6. 161) 
由 (6.159) 可 以 得 到 a 的 隐 方 程 

sF; Cs) |,-。a_vyam+anno 一 8q。 (6. 162) 
这 样 易 通 过 作 图 来 求解 . 

从 (6.159) 可 求 出 压缩 相 中 的 广义 维 

Dg) d- È )q/(—1) (6.163) 


由 于 现在 测度 支 集 是 任意 分 形 ,该 结果 的 适用 范围 没有 吸引 子 情 
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形 广泛 ,而 且 它 包含 了 逃逸 率 和 斜率 . 但 这 种 相关 性 在 8 一 0 时 不 
存在 了 . 在 8 很 小 的 情形 ,可 以 得 到 q 的 显 式 表 示 . 在 B 一 1 邻近 扩 
张 IF(B) , 且 由 于 此 处 导数 从 是 平均 Lyapunov BB ,只 保留 


m m 1 
q^ il aine mA (6. 164) 


BR VR ECT RD JP. Lyapunov T3 A 1 9E XE Je sf rj. 尽管 
Lyapunov 谱 中 存在 非 解 桥 性 (不 可 微 )， [81838 — 般 不 出 现 相 变 . 
事实 上 ,运用 q= 0 时 的 上 界 (6. 149) 和 (6. 160) , 记 

BG, (B, q) = (B/m 4-q/mDInc —8q — A Bq) 
这 里 对 B,q 的 任何 有 限 值 ,和 之 0, 由 这 一 分 支 和 Go 的 交 可 得 


R7 HA (Q G) ,q)Vinc /—— 6.165) 
HAER ,这 蕴含 着 临界 线 在 任何 有 限 g 值 处 不 与 铝 直 轴 相 交 . 
三 . 讨论 与 注 记 


引入 两 个 单 峰 函 数 fc),g(y)，, 分 别 作为 长 度 标 度 和 测度 了 映 
射 ,其 双 变 量 Frobenius 一 Perron 方 程 的 最 大 特征 值 与 Gibbs 势 
G (B,q) 密 切 相关 ， 这 种 相关 性 提供 了 确定 G(B,q) 的 数值 方法 , 比 
用 配 分 函数 作 数 值 计算 更 有 效 ， 而 且 和 过 代 过 程 的 奇异 性 分 析 可 用 
来 阐明 最 大 特征 值 产生 非 解析 性 的 根源 . 

由 于 可 根据 研究 者 的 需要 选择 EGORI y G0. 因此 可 对 多 重 分 
形 热力 学 描述 中 的 非 解析 性 作 一 般 性 研究 .研究 表明 ,Gibbs 势 中 
的 相 变 是 一 阶 普通 的 , 且 存 在 压缩 (凝聚 condensed) 相 ,其 中 函数 
BG(B,q) 关 于 变量 Dog 是 线性 的 ,而 且 显 示 出 普 适 性 . 维 数 谱 ， qus 
Lyapunov 指数 都 显示 出 依赖 于 压缩 相 的 变化 . 在 压缩 相 内 ,这 些 
谱 的 q— IX REDE 6 HEURE ICT q/Xq— D, ,而 Lya- 
punov 指数 由 (6. 1450 3€. B | 

当 长 度 标 度 或 测度 快 于 或 候 于 指数 衰减 时 ,这 种 例外 情形 由 
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怪异 变化 (exotictransitions ) 刻 ii. 存在 一 个 区 域 ,其 中 BG (Qao 5 
变量 B,q 之 一 完全 无 关 , 或 为 +- co ,这 时 维 数 与 箭 两 者 同时 或 者 之 
一 在 q 的 整个 范围 内 恒 为 0 或 c ,进一步 可 求 得 这 些 谱 在 qo LIE 
为 0, 而 q 二 0 时 为 co. 最 近 的 研究 表明 ,DLA 集团 的 生长 概率 存在 
x fA REEL BIOS q 二 0,D(q) 一 K(q)==o%， 

对 渴 沌 动力 系统 ,其 自然 测度 是 特别 重要 的 . Kovacs 等 对 具 
有 完备 拓扑 的 一 维 映射 的 非 双 曲 混沌 了 吸 引子 构造 了 自然 测度 的 
Gibbs 势 ,说 明了 维 数 谱 中 的 相 变 来 自 于 这 种 更 一 般 的 描述 . 另 一 
例子 是 非 双 曲 混沌 排斥 子 的 自然 测度 中 的 相 变 这 一 新 现象 . 因为 
支 集 的 分 维 可 以 是 [0,1] 间 的 任 一 数 , 维 数 谱 的 临界 点 没有 吸引 子 
普遍 . KE T hii — Ro RENE RS. 但 是 ,如 果 了 映射 在 原点 是 间断 
或 极 不 稳定 的 ,正如 吸引 子 一 样 ,可 以 预料 炉 谱 中 也 出 现 相 变 . 

值得 一 提 的 是 , 单 变量 时 间 序 列 的 波谱 推广 到 多 变量 的 情形 . 
Fujisaka 等 最 近 将 离散 马尔 可 夫 过 程 的 主 方 穆 推 广 到 风 变 量 而 且 
应 用 于 双 曲 情形 ,他 们 取 黄 个 单 峰 函数 fg 且 


X Q6) Bur: UT. Ge DP 


.(6. 166) 

Ry X @, DERHEN. t. 120 EET, ,这 里 所 取 的 前 象 
是 关于 二 维 不 可 道上 映射 (x 一 f(x),y'= =g(y)), 而 不 是 对 x.y 规定 
相同 符号 道路 . 结果 上 式 右 问 由 四 项 组 成 ， 而 (6- 120) 中 只 有 两 项 . 
那里 限制 e 一 ,而 导出 双 变 量 Frobenius 一 Perron 方程 ， 在 研究 多 
重 分 形 测度 的 热力 学 时 是 必 要 的 . 

ik: EROS 4— 和 6 部 分 内 容 参考 了 问 海 平 、 E. ERATES 
国 分 形 理论 讲习 班 又 专题 学 术 讨 论 会 (1991， 成 都) 的 论文 多重 分 
形 的 热力 学 和 相 变 》 | 
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结语 与 展望 


在 20 世 纪 的 数学 宝库 中 ,分 形 几 何 是 一 打 绚 丽 的 奇 邢 . 正如 欧 
氏 儿 何 对 初等 数学 ,解析 几何 对 于 高 等 数学 、 拓 扑 学 对 于 现代 数学 
产生 的 深远 影响 一 样 ,分 形 几 何 已 对 今天 的 数学 乃至 整个 科学 产 
生 了 较 大 影响 . 可 以 预料 ; 它 对 未 来 的 科学 发 展 还 将 产生 推动 作 


$1 分 形 几何 对 数学 的 影响 


“分形 刀 何 的 思想 来 自传 统 数学 中 的 反例 .现在 它 却 从 正面 进 
人 到 纯 数 学 之 中 ,并 在 一 些 数 学 领域 ,如 数论 .数字 的 分 布 . 连 分 
B EEEE: HEJL HRAM Kakeya 问题 ;位 势 理 论 中 
的 Vitushkin 猜想 的 否定 回答 等 问题 中 扮演 着 重要 角色 . 尤其 是 ， 
它 是 描述 混沌 动力 系统 奇异 吸引 子 的 有 力 的 几何 学 . 

分 形 几 和 柯 的 诞生 ;向 传统 的 数学 观念 提出 了 新 的 挑战 . 它 说 

明 , 不 仅 有 必要 研究 那些 光滑 的 、 规 则 的 形 ,而 且 更 有 必要 研究 屠 

E JEEBERIHIE EUN O3E. 这 是 因 汶 ,在 区 然 界 中 ,在 科学 研究 的 各 

个 领域 中 ,前 者 凤 毛 馆 角 , 后 者 不 可 胜 数 . 数学 作为 自然 科学 的 十 
"221。 


具 , 更 应 研究 这 些 真 实 形态 的 数学 规律 及 其 数量 关系 . 

分 形 几 何 学 为 数学 工作 者 开辟 了 一 片 广 阔 的 研究 领域 . 在 数 
学 的 发 展 史 上 ,值得 回忆 的 是 变量 数学 时 期 ,由 它 兴 起 的 许多 分 支 
在 18.19 世 纪 之 交 , 已 经 达到 丰沛 茂密 、 绿 叶 成 昔 的 境地 . 然而 , 伴 
随 着 向 数学 进军 的 节 节 胜 利 , 却 带 来 一 种 消极 情绪 ,似乎 数学 的 宝 
藏 已 挖掘 列 尽 ,再 没有 多 大 发 展 余地 了 . 到 19 世 纪 20 年 代 , 数 学 发 
生 了 一 连 串 本 质 的 变化 , 罗 巴 切 夫 斯 基 和 包子 非 欧 几何 的 诞生 ; 阿 
贝尔 和 伽 罗 瓦 开创 的 近世 代数 ; 波 尔 察 诺 和 柯 西 重 新 葛 定 分 析 学 
的 严格 逻辑 基础 ;拓扑 学 和 复 变 函数 等 艇 新 领域 的 兴起 ; 黎 曼 拓 广 
空间 的 概念 ,开创 的 黎 曼 几何 学 ,为 数学 开辟 了 一 片 片 的 沃土 ,成 
千 上 万 的 数学 工作 者 位 于 耕耘 ,似乎 有 无 穷 无 尽 的 工作 要 做 ,不 少 
人 直到 今天 还 在 忙碌 着 .但 有 一 些 方面 似乎 无 事 可 做 了 , 适 着 分 形 
几何 :混沌 动 力 系 统 又 一 次 为 数学 工作 者 提供 了 用 武 的 园地 . 分形 
几何 的 奠基 者 们 已 在 分 形 集 的 结构 及 其 分 类 、 测 度 理论 、 维 数理 
论 . 标 度 变换 理论 .动力 系统 、 分 形 吸 引子 的 结构 与 维 数 等 方面 辛 
勤 耕耘 , 结 出 累累 硕果 ,但 是 还 有 不 少 尚 待 开 掘 的 宝藏 ,比如 ,建立 
既 严 格 又 简单 的 维 数理 论 与 计算 方法 ,很 多 动力 系统 中 分 形 吸 引 
子 的 维 数 ,Mandelbrot 集 的 某 些 性 质 等 等 正 待 有 志 者 去 研究 . 有 
些 方面 , 拓 荡 者 们 曾 抢 过 几 钢 ;还 留 干 片 片 宝地 ,有 待人 们 去 探索 . 

研究 分 形 集 的 方法 和 工具 也 还 有 待 于 建立 ,发 展 和 完善 ,我 们 
知道 ,解析 几何 ,代数 几何 正 是 利用 了 代数 学 这 一 有 为 工具 ,微分 
几何 学 正 是 借助 了 强 有 力 的 分 析 学 , 才 揭 示 了 那些 规则 :光滑 图 形 
的 深刻 性 质 , 但 是 ,传统 的 代数 和 分 析 理 论 由 于 分 形 集 的 非 解析 性 
而 不 能 发 挥 威力 ,因此 ,有 必要 建立 新 的 代数 和 分 析 方 法 . 已 有 一 
些 学 者 提出 了 Gibbs 导数 ,分 数 维 的 高 等 代数 、 数 学 分 析 等 等 ,在 
分 数 维 的 群 与 环 、 分 数 阶 的 微 积分 方面 ,也 有 一 些 初步 的 研究 工 
fe. | 
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例 7. 1 分 数 维 的 群 与 环 
国定 0<s<1, 设 ni,ns,… 是 一 个 快速 增长 的 整数 序列 ,比如 


说 ny4.,22max {nt , 3ni^) ,对 r—]1.2,:- 令 
Fr= {xE Z| Ix-E | &rnz'^ 对 某 个 整数 p 和 所 有 成立 } 


(7.1) 
再 设 E= U2EF， 则 经 计算 求 得 DasGF)=s, 且 下 是 在 加 法 运算 定 
义 之 下 的 S Ir. 

对 于 环 的 分 析 相 当 困难 . Ut ECA ,定义 距离 集 

D(D-|Ix—yllx.y€ EJC X (7.2) 

定理 7.1 设 下 C 统 :是 一 个 Borel 集 , 则 

D&(DCEDZ min (1, D4(E) — 1/2) 

承认 这 一 定理 ,不 难 证 明 , 若 1/2<s<<1, 则 不 存在 维 数 为 s 的 
T». 

定理 7. 2 设 F 是 在 加 法 和 乘法 运算 之 下 的 家 的 子 环 ,车 下 
是 Borel 集 , 则 不 可 能 有 

1/2<Du(F)<1 

是 否 存在 胞 的 (Borel) 子 环 ,使 它 的 维 数 介 于 0 和 17/2 之 间 ,还 

是 一 个 未 解决 的 问题 . 

例 7. 2 分 数 阶 的 微 积分 

由 于 很 大 一 类 分 形 曲 线 和 曲面 在 通常 意义 下 不 存在 切线 和 切 
平面 ,和 欲 建立 分 析 工 具 研 究 分 形 图 ,一 种 合理 的 狂想 是 建立 以 
Hausdorff 测度 为 基础 的 分 数 阶 微 积 分 ,迄今 已 有 几 种 尝试 . 

一 种 办 法 是 在 普通 微 积分 的 基础 上 作 相 应 的 推广 . 比如 对 正 


弦 波 函数 ei “ ,关于 任意 实数 。, 仿 整数 阶 机 积分 定义 其 s 阶 导数 为 


sikk ` 
de — — (ik? eit (7.3) 
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对 -- 般 函数 EGO , 依据 富 氏 变换 ,定义 分 数 阶 导数 为 


| (~—ik)’f oe*dk (7.4) 
dx 2n] s 


按 上 述 办 法 , f(x) 的 s 阶 导数 是 否 良 定 ,依赖 于 广义 积分 的 
收敛 性 . 这 一 定义 虽然 直观 ,但 不 是 很 好 的 . 于 是 有 下 述 定义 

设 ?0) 在 任意 有 限 区 辣 由 可 积 , 且 在 x> olt, pO R EK 
FO, Du Sk 


1 {~ u 
l'eG0 - pel. p(x—y)y’ !dy (s20) (7. 5) 
为 p(x) 的 s 阶 积 分 ;而 称 l 
reo - pespt- [^ eax—y)y-'dy (s<0) (T. 6) 


为 p(x) 的 s 阶 微分 . s 为 实数 ,Ts ) 为 咕 玛 函数 ,pf 表示 取 发 散 积 
分 的 有 限 部 分 ， | | 
如 此 定义 的 s 阶 微 积分 有 下 述 性 质 


DITQ-P'e DPe-e (0D 
1 )s 为 整数 时 TOS GR AY | 
Ll'eGo- S 601,2 N) 0 (5 
LDIEFG)-TGEDx"/TG4tCBD  xz0 (00.9 
NOP(Ce") —e"/a! (a>0) (7.10) 


易 见 ,这 一 定义 仍 是 普通 微 积分 的 推广 且 保 留 了 普通 微 积分 的 部 - 
分 性 质 . | | | 
分 数 维 的 群 与 环 ,仅仅 只 有 最 初步 的 研究 . 而 分 数 阶 的 微 积分 
也 仅仅 只 有 简单 概念 的 引入 . 如 何 把 这 些 理论 局 豪 斯 道夫 测度 联 
系 起 来 , 象 通常 的 分 析 学 那样 建立 在 严格 的 雇 辑 基础 之 上 ,并 建立 
切实 可 行 的 计算 方法 等 等 ,这 些 理论 实际 上 还 没有 . 但 目前 已 建立 
起 Hausdorff 距离 和 分 形 空间 ,并 在 “魔鬼 的 阶梯 ”等 分 形 曲 线 的 


Gibbs 导数 方面 进行 了 探索 . 这 表明 ,分数 阶 微 积分 理论 已 弹 起 悦 
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耳 的 前 奏 与 序曲 ,这 些 理论 的 建立 ,无 疑 会 产生 数学 史 帮 至 科学 史 
上 的 伟大 革命 . 但 应 清醒 地 认识 到 ,前 进 的 道路 必定 是 艰难 蝶 折 
的 ,研究 工作 可 能 会 遇 到 一 个 又 一 个 陷 井 . 我 们 相信 ,经 过 科学 家 
们 的 共同 努力 ,建立 新 理论 的 一 天 必定 会 来 到 ， 

分 数 阶 微 积分 概念 的 引入 ,已 提供 了 谱 函 数 测定 分 形 维 数 的 
方法 . 随 郑 新 的 代数 和 分 析 理 论 的 建立 ,将 这 些 新 的 方法 用 来 研究 
分 形 图 形 , 建 立 象 解析 几何 ,代数 几何 ,微分 几何 那样 完美 漂亮 的 
几何 理论 是 有 可 能 的 . 甚至 可 以 乐观 地 预言 ,有 可 能 产生 象 统计 推 
断 与 微分 几何 那样 的 概率 分 形 几何 理论 . 要 构筑 起 这 些 坚不可摧 、 
妙用 无 穷 的 科学 理论 , 必 将 餐 结 千 千 万 万 征服 者 的 汗水 和 心血 . 

另外 ,分 形 几何 对 于 数学 的 重要 影响 还 在 于 为 数学 教育 的 振 
兴 提 供 了 一 个 好 机 会 . 因为 它 的 理论 直观 可 见 ,涉及 的 形态 共有 巨 
大 的 审美 感染 力 和 各 种 应 用 ,可 以 激发 学 生 去 了 解 这 一 令 人 迷惑 
和 激动 的 领域 ,数学 教育 工作 者 应 抓 住 这 一 契机 ,把 我 国 的 数学 教 
育 推 向 一 个 新 台阶 


$2 分 形 几何 对 科学 的 影响 


我 们 曾 在 引 论 中 谈 过 ,无 论 是 在 思想 领域 的 突破 上 ,还 是 在 科 
学 方法 论 的 建树 上 ,几何 学 总 是 扮演 着 开路 先 峰 的 角色 ,分形 几何 
学 正 是 二 十 世纪 80 年 代 科 学 思想 和 方法 的 一 个 突破 日 . 

分 形 几 何 中 的 结构 自 相似 概念 ,在 信息 论 .控制 论 和 系统 论 的 
巨大 冲击 之 下 ,迅速 发 展 到 形态 ,功能 ,信息 、 时 间 等 方面 ,升华 为 
一 种 新 的 科学 方法 论 一 一 分 形 论 . 它 是 一 种 辩证 的 思维 方法 和 认 
识 方 法 , 它 与 近年 产生 的 耗 散 结构 ,突变 论 和 协同 学 ,在 许多 方面 
协调 一 致 . 又 与 系统 论 相辅相成 ,形成 互补 . 

”现代 系统 论 认为 ,整体 大 于 其 孤立 部 分 的 总 和 . 整体 的 性 质 和 
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规律 只 存在 于 其 组 成 各 要 素 的 相互 联系 .相互 作用 中 . 整体 具有 其 
组 成 部 分 在 孤立 状态 时 所 没有 的 新 性 质 , 从 而 揭示 了 宏观 的 整体 
规律 . | 
分 形 论 认为 ,分 形 内 部 任何 一 个 相对 独立 的 部 分 ,在 一 定 程度 
上 都 应 是 整体 的 再 现 和 相对 缩影 (分 形 元 ), 人 们 可 以 通过 认识 部 
分 来 认识 整体 . 但 是 分 形 元 只 是 构成 整体 的 单位 ,与 整体 相似 ,并 
不 简单 地 等 同 于 整体 ,整体 的 复杂 性 远 远 大 于 分 形 元 . 更 重要 的 
是 ,分 形 理论 指出 了 分 形 元 构成 整体 所 遵循 的 原则 和 规律 ,是 对 系 
统 论 的 一 个 重要 补充 . 

从 分 析 事 物 的 视角 来 看 ,分 形 论 和 系统 论 体现 了 从 两 个 极端 
出 发 的 思路 ,系统 论 从 整体 出 发 来 确定 各 部 分 的 系统 性 质 ,从 宏观 
到 微观 考察 整体 与 部 分 闻 的 相关 性 : 而 分 形 论 则 是 从 部 分 出 发 来 
确立 整体 的 性 质 , 沿 着 从 微观 到 宏观 的 方向 展开 . 系统 论 强调 部 分 
对 整体 的 依赖 性 ,而 分 形 论 则 强调 整体 对 部 分 的 依赖 性 ,二 者 的 互 
补 构成 了 完整 的 辨证 思维 方法 . 

分 形 几何 升腾 为 分 形 论 , 它 的 应 用 范围 大 大 拓 广 了 . 人 们 观察 
到 了 自然 界 .社会 和 人 类 思维 活动 中 广泛 存在 的 分 形 现象 ,认识 到 
了 分 形 的 普遍 性 . 

.在 自然 科学 的 各 个 研究 领域 里 ,人 们 运用 分 形 论 ,从 数理 化 、 
天 地 生 到 医 玉 农 等 领域 都 获得 了 许多 新 认识 和 新 进展 ,如 物理 中 
的 淇 流 与 相 变 ,化 学 中 的 高 分 子 链 、 催 化 剂 表 面 , 凝 胶 、 天 文学 中 的 
星团 分 布 , 宇 窗 大 中 度 结构 ,地 学 中 的 渗流 .地貌 演化 、 地 理 中 的 河 
流 与 水 系 , 医 学 中 人 体 组 织 结构 (如 血管 、. 肺 ,心脏 等 的 分 形 描述 )、 
材料 的 损伤 断裂 .石油 开采 中 的 据 进 ,… 

生得 分 形 的 社会 科学 家 和 经济 学 家 们 观察 到 社会 经济 活动 
中 表现 出 的 自 相似 现象 ,并 用 分 形 论 来 思考 和 研究 社会 与 经 济 活 


动 中 的 问题 . 懂得 分 形 思 想 的 语言 学 家 ,运用 分 形 论 重 新 审视 语言 
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与 写作 ,如 词 频 分 布 .写作 过 程 中 的 中 心 与 层次 的 媒 套 . 社会 科学 
中 应 用 分 形 论 获 得 的 新 认识 举 不 胜 举 。 

思维 科学 是 研究 人 的 有 意识 思维 的 特点 .规律 .历史 发 展 和 人 
工 模拟 的 科学 . 用 脑 思考 脑 ,用 思维 求索 思维 ,并 不 是 陷入 了 自我 
相关 的 悖 论 ,而 正 是 分 形 的 体现 ,在 古代 ,近代 和 现代 ,大 类 的 思维 
都 有 这 样 的 特点 . 莫 高 定 的 一 只 佛像 ,身上 还 刻 有 一 万 五 干 只 小 化 
像 , 佛 中 有 佛 ; 一 个 寿 字 竟 由 一 百 个 形态 各 异 的 寿 字 组 成 , 寿 中 有 
寿 ;M.C 埃 含 尔 的 版 画 “ 鱼 和 鳞 ", 不 仅 是 鱼 中 有 鳞 、 鳞 中 有 鱼 的 其 
套 结构 ,而且 表现 了 鱼 的 补 集 又 是 鱼 的 互 嵌 韵 律 与 形式 美 ,体现 了 
FUTURIS DLE. 这 些 例子 涪 明 * 人 类 的 思维 活动 中 存在 着 分 
形 的 规律 . 

有 一 此 实验 证 明 , 大 脑 是 按 全 息 方 式 工作 和 分 散 存 幅 信息 的 ， 
其 道理 就 象 激光 全 息 照 片 一 样 . 这 正 是 分 形 论 的 精髓 ,每 个 局 部 
都 是 整体 的 缩影 和 再 现 ， 

分 形 论 在 科学 思想 和 方法 、 认识 论 上 产生 重要 作用 的 例子 还 
有 很 多 . 概 而 言 之 ,分 形 论 的 提出 ,对 科学 的 认识 论 和 方法 论 有 下 
述 深远 意义 :分 形 论 揭示 了 整体 与 部 分 之 间 的 内 在 联系 ,找到 了 从 
部 分 过 渡 到 整体 的 媒介 和 桥梁 ,说 明了 部 分 与 幕 体 之 间 的 信息 “ 疗 
构 ”; 分 形 与 混沌 的 普遍 性 和 密切 联系 ,打破 了 学 科 间 条 块 分 割 的 
局 面 ,使 各 个 领域 的 思想 家 团结 到 一 起 ,为 描述 非 线性 复杂 系统 提 
供 了 简单 的 几何 语言 ,使 科学 家 对 系统 的 思维 方法 从 线性 进展 到 
非 线性 . 并 与 系统 论 互 补 , 揭 示 了 系统 多 层面 、 多 视角 、 多 维度 的 联 
系 方式 ,从 一 个 新 的 层面 深化 和 丰富 了 局 部 与 整体 之 间 的 辩证 关 
系 ,为 人 们 认识 世界 提供 了 一 种 新 的 方法 论 , 使 人 们 得 不 从 局 部 认 
识 整体 . 从 有 限 中 认识 无 限 , 从 非 规则 中 认识 规则 ,从 混沌 中 认识 
BF. 

DE SRAD RAE 一 一 步 丰富 和 深化 了 唯物 辩证 法 关 
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于 普遍 联系 和 世界 统一 性 原理 . 分 形 论 从 一 个 特定 层面 直接 揭示 
了 字 宙 的 统一 图 景 , 而 分 形 与 动力 系统 可 以 共同 对 世界 物质 统一 
性 从 时 态 与 历时 性 两 个 维 记 上 展开 说 明 c0 7) EHE LR ,自然 
界 中 蕴含 着 历史 的 演化 与 嫩 变 的 信息 ; 另 一 方面 ,分 形 元 与 分 形 系 
统 之 间 普 遍 的 信息 向 构 关 系 编织 了 一 张 世 界 统一 的 网 络 ， 
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分 形 论 案 源 于 数学 ,分 形 论 中 很 多 急 待 解 决 的 问题 ,追根 逆 
源 ,本 质 上 仍 回归 到 数学 问题 的 解决 .因此 ,分 形 几 何 学 面临 着 巨 
大 的 难题 和 严峻 的 挑战 . l 

现在 ,虽然 已 有 一 些 实力 雄厚 的 数学 家 静心 从 事 于 分 形 几何 
基本 理论 的 研究 ,也 有 一 些 热心 的 新 人 正在 或 准备 投入 这 一 行列 .， 
但 是 ,分 形 理论 的 数学 基础 ,比如 测度 理论 : 维 数理 论 与 简单 有 效 
算法 ,分 数 维 的 群 与 环 .分 数 阶 的 微 积分 ,Gibbs 导数 等 研究 难度 
大 ,有 些 基础 工作 刚刚 开头 ,理论 还 未 形成 . 基础 研究 较 之 应 用 , 进 
展 相 对 缓慢 . 在 第 二 届 全 国 分 形 理论 及 其 应 用 学 术 讨 论 会 上 ,数学 
家 认为 , 较 之 应 用 ,分 形 理论 的 数学 基础 研究 越 来 越 觉得 薄弱 . 因 
此 ,加 强 基础 研究 , 势 在 必 行 . | 

相 比 之 下 ,分 形 论 的 应 用 范围 广 , 卷 入 这 一 领域 的 人 数 众多 ， 
应 用 的 发 展 超过 数学 本 身 的 发 展 并 有 增长 趋势 . 分 形 几 何不 失 为 
描述 世界 的 一 种 简洁 有 力 的 工具 ,但 物理 学 家 及 其 它 方面 的 科学 
家 们 还 想 知道 得 更 多 . 他 们 还 想 解释 世界 ,并 力图 作出 预报 与 控 
制 . 他 们 为 数学 提出 了 更 新 蝎 高 的 要 求 ,希望 数学 能 提供 蝎 好 更 有 
效力 的 工具 ,数学 家 们 面临 着 严峻 的 挑战 、 0 

分 形 几 何 理论 能 提供 的 几何 不 变量 目前 主要 是 各 种 维 数 和 临 


界 指数 ,有 时 候 ,通过 实验 测定 .计算 机 模 报 和 理论 分 析 确 定 的 维 
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数 惊人 地 一 致 ,并 能 有 效 地 用 于 确定 某 些 物理 过 程 的 主要 特征 . 但 
是 很 多 时 候 , 维 数 意义 的 解释 却 是 一 个 难题 . 比如 “浮云 的 投影 为 
什么 会 在 一 个 较 大 的 尺度 范围 内 有 维 数 为 1. 35 的 边界 ?”,“ 金 属 表 
TERATE E WEER KUEAMRM RHENO, 
“使 地 形 的 维 数 为 2. ORARE RR ?”. 在 有 关 分 形 的 会 
上 ,常常 也 会 昕 到 “ 维 数 干什么 用 ?”, “这  amnesmt 
么 ?” 等 等 问题 . 一 方面 ， V MDLERUR D ERRIERR AR 
到 解答 . 一 方面 ,我 们 也 不 能 对 分 形 维 数 期 望 值 过 高 ,指望 一 个 维 
数 就 能 包 打 天 下 . 事实 上 ,也 不 可 能 有 “万 能 理论 "或 “万 能 参数 ” 
应 当 清醒 地 认识 到 ,自然 界 中 的 形态 常常 是 非常 复杂 甚至 难 
以 描述 的 ,在 建立 这 些 系统 的 分 形 模型 时 ,仍然 需要 某 些 假设 和 近 
似 ,当然 ,建立 的 分 形 模型 应 能 表明 系统 的 基本 物理 特征 , 带 有 维 
数 这 样 的 不 变量 ,并 能 进行 数值 处 理 , 而 且 这 种 模型 应 能 解释 物理 
特征 依赖 各 种 不 同 参数 的 原因 ,最 理想 的 还 应 有 预 极 性 或 控制 性 . 
达到 上 述 目标 并 非 不 可 能 .要 建立 这 样 的 模型 ,相应 的 专业 知 
识 是 必 不 可 少 的 ,有 为 的 数学 工具 和 方法 也 是 非常 必要 的 . 除了 充 
分 应 用 已 经 建立 起 来 的 理论 和 方法 以 外 ,应 尽 可 能 快 地 建立 起 分 
析 分 形 图 形 的 新 的 有 力 方法 与 理论 ,诸如 代数 理论 .分析 理论 等 ， 
并 进一步 改进 测度 与 维 数理 论 ,使 维 数 的 计算 既 严 格 又 简便 . 这 对 
于 分 形 几何 学 ,也 是 严峻 的 拢 战 
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分 形 几 何 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 ,也 是 当代 非 线 性 科学 
中 的 一 个 活跃 领域 ,特别 是 关于 混沌 运动 的 几何 语言 . 由 于 世界 的 
本 质 是 非 线性 的 ,而 混沌 现象 又 是 四 处 可 见 , 因 此 分 形 几 何 的 应 用 
领域 是 非常 广泛 的 ,其 发 展 势头 看 好 . 近 两 年 内 ,国外 有 十 余 种 与 
分 形 有 关 的 学 术 刊物 诞生 ,其 中 《混沌 .孤子 和 分 形 }( 英 国 培 格 曼 
出 版 社 ) 和 《分 形 学 》( 新 加 坡 世 界 科 学 出 版 社 ) 两 个 国际 刊物 的 影 
响 尤为 突出 . 

有 人 认为 ,分 形 几 何 已 成 为 一 种 新 的 方法 论 , 不 但 对 自然 科 
学 ,而 且 对 哲学 及 社会 科学 都 有 冲击 和 启迪 作用 . 关于 分 形 的 书 
籍 ,国内 外 均 有 出 版 . 它们 有 的 出 自 于 纯 数 学 家 之 手 , 有 的 则 由 实 
验 科 学 家 所 扎 . 前 者 数学 味道 太 浓 厚 , 内 涵 太 深奥 ,对 于 数学 功底 
不 深厚 而 又 渴望 尽快 学 习 和 掌握 这 门 新 理论 的 一 般 读 者 来 说 , 往 
往 是 苦 读 而 收获 其 微 ,不 易 受益 ;后 者 又 太 粗 浅 和 面 宕 ,常常 固 于 
某 一 专题 的 研究 ,读者 难以 全 面 .系统 和 深刻 理解 分 形 几何 的 精神 
实质 ,不 易 达 到 学 以 臻 用 的 目的 . 因此 ,很 需要 一 本 介 于 纯 数 学 与 . 
应 用 之 间 的 过 渡 性 读物 . 本 书 就 是 在 这 种 背景 下 写成 的 . 

分 形 几 何 是 一 门 处 于 迅速 发 展 中 的 科学 ,几乎 每 日 都 有 新 成 
果 问 世 . 要 全 面 概括 这 方面 的 最 新 成 就 是 十 分 困难 的 . 加 之 作者 才 
朴 学 浅 , 书 中 错误 必定 不 少 , 敬 请 读者 不 吝 赐教 . 

作者 
一 九 九 二 年 十 月 于 成 都 


. 230。 


参考 文献 


书 籍 

1. Falconer, K. ,Fractal Geometry : Mathematical Foundation 
and Application, John Wiley and Sons , (1989) 

2. Shuster, H. G. , Deterministic Chaos; An Introduction 
VCH, (1988) 

3. Feder, J. ,Fractals, Plenum (1988) 

4. Palis, J. and de Melo ,Jr. W. Geometric Theory of Dynamic 
Systems;An Introduction , Springer — Verlag(1982). 

9. Barnsley, M. F. , Fractal Everywhere, Academic Press 
Inc. , (1988) 

6. Cleick ,J. Chaos; Making A New Science, Viking Penguin 
Inc. New York(1988)( 张 淑 瞧 译 ,上 海 译文 出 版 社 》 

7. Mandelbrot , B. B. ,The Fractal Geometry of Nature, San 
Francisco, W. H. Freeman and Co(1982) 

8. FER FIDE LL CAE 3 1r HE AJA HB GRE (1990) 

9. 张 筑 生 ,微分 动力 系统 原理 》, 科 学 出 版 社 (1987) 


论 文 

1. Hutchion,J. E. Indina University Math. Journal, Vol30, 
No5,(1981)713. . -> : 

2. Mandelbrot , B. B. ,Self —affine Fracthl Sets, 1, E, E ,in 
Fractal in Phys,ed by Pietronero, L and Tosatti, E. , Northhol- 


* 231° 


nand,(1986) 

3. Dekking , F. M. ,Advances in Mathematics 44, (1982), 78 
— 104 , 

4. Grebogi , C. McDonald, S. W. ;Ott, E. , and Yorke, J. A. 
Physics Letters, 110A ,N01(1985)1. 
5. Nakamura, K. ‚Okazaki, Y. , Physics Letters A,117(19865 
459. i a 
6. JEJE A CIE EYE FCRC FI 7 4 E] 217E SEI FORCE SE 
Arie oc ROG TRAN LV EAS B STE, (09890 ,5 

7. 李 家 龙 等 《分形 理论 及 其 应 用 一 全 国 分 形 理论 及 其 应 用 学 
术 讨 论 会 文集 》, 程 光 钱 编 , 四 川 大 学 出 版 柱 , (1989) ,3 

8. 钟 红柳 《分 形 理论 及 其 应 用 一 全 国 分 形 理论 及 其 应 用 学 术 
HERLEEF ERR STU JU HL TREE , (19895 ,4 

9. 汪 富 泉 、. 李 后 强 ,一 类 分 形 集 及 其 刻 世 ,应 用 数学 ( 待 发 表 )，. 

10. Umberger , D. K. and Farmer, J. D. , Phys, Rev, Lett, 55 
(1985) ,661 i l 

11. VEA ,数学 年 刊 和 ,161992) ,111 一 114 

12. Lorenz, E. N. ,J. Atmos ,Sci.:,20(1963),130— 141 

13. Henon, M. , Comm, Math Phys,50(19765,69 — 77 

14. Ruelle, D. and Takens,F. ,Comm Math Phys,82(1981) 

15: Ruelle, D. , Small Random Pertubations and the Defini- 
tion of Attractors,in Geometric Dynamics ,ed by Palis Jr ,J. ,Lec- 
ture Notes in Math. ,1007 Springer — Verlag , Berlin ,Heiderberg， 
1983 se olo oes enne sl 

16. Lauwerier ,H. A. ,J. of Appl. Math. ,1986 

17. Lauwerier ,H. A. ,Physica7D(1983)5 ,146 — 154 

18. Farmer ,J. D. Ott, E. and Yorke,]. A. Physica7D (1983), 

* 232 * 


153 一 180 

19. Fredrickson, P. , Kaplan, J. L. and Yorke, J. A. , J. Diff 
Eq. ,49(1985) ,185 | 

20. Grebogi, C. , Ott, E. and Yorke, J. A. , Ergod Th. & 
Dyam ,Sys. ,5(1985)341— 370 

21. Douady ,A. and Hubbard, J. ,C. R. Acad, Sci, 294(1982), 
123—126 

22. Mandelbrot, B. B. , Ann. New York Acad, Sci, 357 
(1980) ,249— 259 

23. Herman, P. R. , Bull Soc, Math France tome112(1984), 
1,93— 142 

24. Ruelle, D. , Analytic Repellers, J. Ergod, Th, & Dynam. 
sys 1982 

25. Devaney, R. L. and Tangerman F. ,Ergod Th & Dynam. 
Sys. b(1986),498— 503 

26. Young L. —S. Ergod Th & Dynam. Sys. 2(1982),109 

27. Branner, B. ,in Introductory Survey Lectures on Chaos 
and Fractals. The mathematics behind the computer graphics. 
Providence, Rhode Island, August6 — 7, 1988 (又 见 数 学 译 林 ， 
Vol8,N03—4,177) | 

28. Keen, L. ,in Chaos and Fractals :The Mathematics be- 
hind the Computer Graphics Lecture Notes(198821— 35 € X. T 3i 
学 译 林 Vol8,N04,306) 

29. 黄 水 念 ,中 国 科学 A 辑 8(1991) 

30. Beck. C. Physica D41(1990) ,67 | 

31. 汪 富 泉 . 李 后 强 , 四 川 师 院 学 报 Vo114,N0(1993),1—7 


32. 李 后 强 、 汪 富 泉 ,大 自然 探索 ,Voll1,No2,(1991). 56 
"233。 


33. Szépfalusy, P. , Tél, T. , Gsordás, A, and Kovács, z. ， 
Phys,Rev A 36(1987) ,3525 

34. Hakansson,J. Phys Rev A41(19902,1855 

35. Kohmoto, M. ,Phys Rev A37(198821345 

36. Feigenbaum, M. J. ,J. Stat Phys 46(1987),919 

37. Szépfalusy , P. Gyotgyi,G,Phys,Rev A33(1986),2852 

38. Tél T. , Phys Rev A36(1987),2507 

39. Mecauley ,J.L , Phys, Rep,189(1990) ,225 

40. Csordás A. ,Szépfalusy,P and Fulop A,Phys,Rev A38, 
(1988) ,2582 

41. Csordás, A , and Szépfalusy, P. , Phys, Rev A39(1989), 
4161) * 

42. 杨 路 , 张 景 中 、 曾 振 柄 ,数学 进展 ,19(2) (19900137 — 188 


* 234 * 


[General Infornati on] 


SS] 210069982 
DX] = 


-1993] 10 


e ON (m st 


c (CN (m st i0 (Oo r- CO 


e CN (m) sr iu 


e CN (m) st iu) 


(m st i1) (Oo r- 0 O 


c CN (m st i0 (Oo r- 


N 


